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Аннотация
Введение. Рассмотрены возможности моделирования течений вязкой несжимаемой жидкости при помощи 
метода решеточных уравнений Больцмана (Lattice Boltzmann Method, LBM). В отличие от классического 
макроскопического подхода, основанного на решении уравнений Навье–Стокса, в методе решеточных уравнений 
Больцмана используется мезоскопическая модель для моделирования течений жидкости. Макроскопические 
параметры жидкости, такие как плотность и скорость, выражаются через моменты дискретной функции 
распределения. Метод. Дискретизация решеточного уравнения Больцмана осуществляется при помощи 
схем D2Q9 (двумерный случай) и D3Q19 (трехмерный случай). Для моделирования столкновений между 
псевдочастицами применяется приближение Бхатнагара–Гросса–Крука с одним временем релаксации. 
Обсуждаются особенности постановки начальных и граничных условий на различных границах расчетной 
области. Основные результаты. Развиваются представления о закономерностях формирования вихревых 
течений в квадратной каверне, а также пространственных струйных потоков внутри крупномасштабных 
вихревых структур в пределах замкнутого пространства кубической каверны. Выполнено сравнение результатов 
расчетов характеристик течения в квадратной и кубической каверне при различных числах Рейнольдса с 
данными, имеющимися в литературе и полученными на основе метода конечных объемов. Исследована 
зависимость численного решения, а также положения критических точек на стенках кубической каверны от 
размера сетки. Выполнено сравнение времени счета со скоростью вычислений в методе конечных разностей и 
методе конечных объемов. Обсуждение. Разработанная реализация метода решеточных уравнений Больцмана 
представляет интерес для перехода к последующему моделированию неизотермических и высокоскоростных 
течений.
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Abstract
The possibilities of simulation of viscous incompressible fluid flows with lattice Boltzmann method are considered. 
Unlike the traditional discretization approach based on the use of Navier–Stokes equations, the lattice Boltzmann method 
uses a mesoscopic model to simulate incompressible fluid flows. Macroscopic parameters of a fluid, such as density and 
velocity, are expressed through the moments of the discrete probability distribution function. Discretization of the lattice 
Boltzmann equation is carried out using schemes D2Q9 (two-dimensional case) and D3Q19 (three-dimensional case). 
To simulate collisions between pseudo-particles, the Bhatnaga r–Gross–Crooke approximation with one relaxation time 
is used. The specification of initial and boundary conditions (no penetration and no-slip conditions, outflow conditions, 
periodic conditions) is discussed. The patterns of formation and development of vortical flows in a square cavity and 
cubic cavities are computed. The results of calculations of flow characteristics in a square and cubic cavity at various 
Reynolds numbers are compared with data available in the literature and obtained based on the finite difference method 
and the finite volume method. The dependence of the numerical solution and location of critical points on faces of 
cubic cavity on the lattice size is studied. Computational time is compared with performance of fine difference and 
finite volume methods. The developed implementation of the lattice Boltzmann method is of interest for the transition 
to further modeling non-isothermal and high-speed compressible flows.
Keywords
Boltzmann equation, lattice Boltzmann equation, lattice, viscous fluid, cavity, vortex, stream function, critical point, 
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Введение

Традиционный подход к решению задач динами-
ки вязкой жидкости основан на численном решении 
уравнений Навье–Стокса. Среди других подходов к 
моделированию течений вязкой несжимаемой жид-
кости применение находит метод решеточных урав-
нений Больцмана (Lattice Boltzmann Method, LBM) 
[1–4]. В LBM течение сплошной среды рассматрива-
ется как движение большого набора частиц с некото-
рой функцией распределения по дискретным скоро-
стям. В основе метода лежит кинетическое уравнение 
Бхатнагара–Гросса–Крука (Bhatnagar Gross–Krook, 
BGK). Решеточные уравнения Больцмана получаются 
из модели BGK путем ограничения числа возможных 
молекулярных скоростей некоторым дискретным набо-
ром и заменой дифференциальных операторов разност-
ными соотношениями.

К достоинствам LBM относится простота реали-
зации и вычислительная эффективность, а также ши-
рокие возможности для распараллеливания, которые 
определяются локальностью вычислений. При решении 
уравнений Навье–Стокса для несжимаемой жидкости 
LBM имеет сходство с псевдосжимаемыми методами, 
которые обеспечивают простоту и масштабируемость 
вычислительной процедуры за счет введения искус-
ственной сжимаемости. Как и псевдосжимаемые ме-
тоды, LBM позволяет избежать решения уравнения 

Пуассона, нелокальность которого ограничивает про-
изводительность вычислительной процедуры. Тяжелые 
вычисления в LBM являются локальными (ограничены 
узлами), что способствует его производительности и 
распараллеливанию. В то же время LBM обладает низ-
кой устойчивостью и невыполнением условия сеточной 
сходимости, для устранения которых проводится про-
цедура регуляризации [5].

LBM используется для моделирования течений в 
областях сложной геометрической формы с учетом 
различных физических эффектов (пористые и много-
фазные среды, течения со свободной поверхностью и 
теплопереносом) [6–11]. При моделировании много-
компонентных и многофазных течений диапазон вяз-
костей и плотностей является несколько ограничен-
ным [12, 13].

Одним из недостатков LBM является ограниче-
ние на число Маха (скорости частиц принадлежат к 
дискретному набору). Для сохранения эффективности 
LBM в широком диапазоне параметров разрабатыва-
ются его различные модификации, приемлемые для 
моделирования неизотермических и высокоскорост-
ных течений [14–17]. Модели, предназначенные для 
моделирования сжимаемых течений, обсуждаются в 
работах [18–22].

В гибридном подходе предполагается совместное 
решение кинетического уравнения Больцмана в тех 
областях, где функция распределения в существенной 
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степени отличается от равновесной, и решеточных 
уравнений Больцмана там, где отклонение функции 
распределения от равновесной сравнительно невелико 
[23, 24]. На границах различных подобластей произ-
водится сшивка решений, полученных при помощи 
различных подходов. Реализация гибридного метода 
приводит к экономии вычислительных ресурсов без 
уменьшения точности вычислений.

Разработки в области LBM доведены до программ-
ных комплексов с открытым исходным кодом, которые 
применяются для решения задач различного класса. К 
комплексам с открытым исходным кодом, в частности, 
относится пакет, реализация которого обсуждается в 
работах [25, 26] и предназначенный для моделирования 
течений со свободными границами.

Несмотря на популярность LBM и имеющиеся мно-
гочисленные примеры его реализации и практического 
использования, представляет интерес оценка возмож-
ностей подхода для моделирования вихревых течений 
вязкой несжимаемой жидкости. В настоящей работе ме-
тод решеточных уравнений Больцмана применяется для 
решения двух широко распространенных задач, связан-
ных с расчетом характеристик потоков в квадратной и 
кубической кавернах с подвижной верхней стенкой. 
Результаты численного моделирования сравниваются 
с литературными данными. Для оценки вычислитель-
ной эффективности различных подходов проводится 
сравнение времени счета при помощи LBM и конеч-
но-объемными подходами. Определяются направления 
дальнейших исследований, связанных с расширением 
границ применимости LBM.

Уравнение Больцмана  
с дискретными скоростями

Рассмотрим кинетическое уравнение Больцмана 
для одночастичной функции распределения f(r, ξ, t) 
(действием внешних сил пренебрегается)

	  + ξ f = Ω(f, f),	 (1)

где  t — время;  r = (x, y, z) — радиус-вектор;  
ξ = (ξx, ξy, ξz) — вектор скорости частицы; Ω(f, f) — опе-
ратор столкновений.

Макроскопические характеристики жидкости, на-
пример, плотность ρ(r, t) и скорость u(r, t), находятся 
как моменты функции распределения (интегрирование 
проводится по всем возможным скоростям ξ).

Дискретизация уравнения (1) проводится в про-
странстве скоростей, ограничиваясь небольшим числом 
точек, определенных в каждом элементе пространства. 
Решетка представляет собой равномерную по простран-
ственным координатам сетку с ячейками определенной 
формы. Предполагается, что за шаг по времени возму-
щения передаются не далее, чем на шаг решетки. Такой 
подход обеспечивает вычислительную эффективность, 
но ограничивает область применимости LBM задачами, 
близкими к равновесным. При этом используется вир-
туальная система единиц, в которой единицы времени 
и расстояния не связаны с физическими единицами 
измерения.

Выберем в пространстве скоростей некоторый ко-
нечный набор дискретных скоростей ck, где k = 0, …, m. 
Каждой дискретной скорости соответствует функция 
распределения fk(r, t) = f(r, ck, t), которая зависит толь-
ко от времени и пространственных координат. Выбор 
набора дискретных скоростей позволяет свести урав-
нение (1) к системе уравнений относительно функций 
распределения fk. Уравнение Больцмана с дискретными 
скоростями имеет вид

	  + сk fk = Ωk,	 (2)

где сk — вектор дискретной решеточной скорости в 
направлении k.

Из уравнения (2), рассматривая равномерную по 
пространственным переменным сетку с шагом Δx и 
предполагая, что частицы за шаг по времени Δt пере-
мещаются в соседние узлы решетки (размер ячейки 
Δrk = сkΔt), получим решеточное уравнение Больцмана

	 fk(r + сkΔt, t + Δt) = fk(r, t) + Ωk[ fk(r, t)].	 (3)

В LBM для представления оператора столкновений 
обычно используется приближение BGK (BGK collision 
model)

	 Ωk = {fke[ρ(r, t), u(r, t)] – fk(r, t)},

где τ — параметр релаксации (изменяется от 0,5 до 2); 
fke — равновесная функция распределения; u — ма-
кроскопическая скорость. Равновесная функция рас-
пределения по скоростям (Maxwell–Boltzmann model) 
раскладывается в ряд Тейлора (сохраняются слагаемые 
до 3-го порядка малости)

	 fke(ρ, u) = wkρ �1 +  +  – �,	 (4)

где cs
2 = c2/3 — виртуальная (решеточная) скорость 

звука (скорость переноса возмущений на сетке), где 
c = Δx/Δt. Под wk в соотношении (4) понимаются ве-
совые коэффициенты, различные для разных моделей 
решеток. Обычно весовые коэффициенты подбира-
ются таким образом, чтобы применение к уравнению 
(2) метода Чепмена–Энскога приводило к уравнениям 
Навье–Стокса.

В практике численных расчетов широкое распро-
странение получил однопараметрический вариант ин-
теграла столкновений (Single Relaxation Time, SRT). 
Многопараметрическое представление релаксационно-
го оператора (Multiple Relaxation Time, MRT) позволяет 
повысить устойчивость численных расчетов при высо-
ких числах Рейнольдса [5]. Применение такого подхода 
к дискретизации интервала столкновений приводит к 
увеличению числа степеней свободы (производится 
переход от фазового пространства к пространству мо-
ментов и используется матрица столкновений).

Плотность и макроскопическая скорость жидкости 
в узлах решетки находятся из соотношений

	 ρ(r, t) = ∑
m

k=0
fk(r, t), ρ(r, t)u(r, t) = ∑

m

k=0
ckfk(r, t).
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Давление полагается пропорциональным плотности

	 p(r, t) = ρ(r, t)cs
2.

В связи с дискретностью вычислений, численные 
значения скорости и расстояния соотносятся не с ре-
альными, а с виртуальными значениями. Например, 
единичная скорость означает перемещение на шаг ре-
шетки за шаг по времени, а при единичном шаге сетки 
и времени виртуальная плотность численно равняет-
ся виртуальному давлению. Кинематическая вязкость 
жидкости определяется через параметр релаксации

	 ν = cs
2�τ – �Δt.

Уравнение (3) имеет строгое теоретическое обосно-
вание только при малых скоростях потока. Для расши-
рения области применимости LBM на высокоскорост-
ные течения, когда начинает играть роль сжимаемость, 
функция распределения в уравнении (3) раскладыва-
ется в ряд Тейлора по степеням шага по времени. При 
сохранении двух членов ряда полученные уравнения 
отличаются от уравнений Навье–Стокса, описывающих 
течения вязкой несжимаемой жидкости, на величи-
ны 2-го порядка малости по шагу по времени и числу 
Маха. Число Маха рассчитывается по формуле M = u/cs,  
где u — масштаб скорости задачи, а cs — скорость зву-
ка. Для обеспечения устойчивости расчетов необходимо 
чтобы M < 0,1. При необходимости число Маха (число 
Куранта) уменьшается либо при помощи измельчения 
сетки, либо при помощи уменьшения параметра ре-
лаксации (безопасным значением является τ = 1, что 
соответствует максимальному значению числа Маха).

Метод решения

Решеточное уравнение Больцмана представляется 
в следующем виде:

	 fk(r + ekΔt, t + Δt) – fk(r, t)
перенос

 = – [fk(r, t) – fke(r, t)]

релаксация

,

где k = 0, …, m. Для решения решеточного уравнения 
Больцмана применяется схема расщепления. На шаге 
по времени сначала происходит перенос, а затем — ре-
лаксация к равновесной функции распределения. Метод 

реализуется в виде следующей последовательности 
шагов.

Шаг 1. Происходят столкновения частиц (collision 
step), которые описываются локальным взаимодей-
ствием частиц в узлах решетки (применяется модель 
абсолютно упругого столкновения). Столкновения ча-
стиц в узлах решетки приводят к изменению функции 
распределения, которая на промежуточном шаге нахо-
дится из соотношения

	 f k(r, t) = fk(r, t) – [fk(r, t) – fke(r, t)].

Тильда соответствует функции распределения после 
столкновения, а fke находится с помощью fk.

Шаг 2. Происходит перенос частиц (streaming step), 
когда частицы перемещаются между узлами решетки, 
не взаимодействуя друг с другом. Вдоль направления 
скорости k имеем

	 fk(r + ckΔt, t + Δt) = f k(r, t).

Схему расщепления демонстрирует рис. 1, где одни 
частицы поступают из центрального узла к его соседям, 
а другие частицы возвращаются обратно. Направления 
движения частиц показывают цветные стрелки. При 
этом длина стрелки примерно соответствует расстоя-
нию, которое проходит частица за один шаг по времени.

Пространственные решетки

В отличие от классического макроскопического 
подхода, основанного на решении уравнений Навье–
Стокса, LBM использует модель промежуточного мас-
штаба для моделирования течения жидкости. В LBM 
решетка (lattice) представляет собой набор разрешен-
ных векторов скорости, причем такой набор остается 
одинаковым для всех узлов. Любая решетка в зави-
симости от размерности задачи и набора дискретных 
скоростей обозначается как DpQq (рис. 2), где p — 
размерность физического пространства, а q — число 
возможных скоростей. Форма ячеек решетки являет-
ся произвольной, но для декартовых координат наи-
более приемлемой является прямоугольная решетка. 
Разрешенные направления являются одинаковыми для 
всех узлов решетки. Нулевой вектор, направленный из 
узла в себя самого, описывает частицы, которые не дви-

Рис. 1. Изменение функции распределения на шаге по времени
Fig. 1. Changing the distribution function at a time step
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жутся из текущего узла и находятся в покое. Стрелки 
указывают возможные направления скоростей ck, где 
k = 0, ..., m представляет собой индекс направления.

Выбор решетки определяется точностью модели-
рования (расширенный набор дискретных скоростей 
позволяет повысить точность моделирования), доступ-
ными вычислительными ресурсами. Наиболее распро-
страненными моделями для двумерных и трехмерных 
задач являются решетки D2Q9 и D3Q19.

Весовые коэффициенты выбираются таким обра-
зом, чтобы обеспечить равномерное движение частиц 
между соседними ячейками. Весовые коэффициенты 
принимают значения:
—	 модель D2Q9

	 wk = 

 при k = 0

 при k = 1, …, 4

 при k = 5, …, 8

;

—	 модель D3Q19

	 wk = 

 при k = 0

 при k = 1, …, 6

 при k = 7, …, 18

.

Скорости в узлах решетки принимают значения:
—	 модель D2Q9

	 ck = 
(0, 0)	 при i = 0
(1, 0), (0, 1), (–1, 0), (0, –1)	 при i = 1, …, 4
(1, 1), (–1, 1), (–1, –1), (1, –1)	при i = 5, …, 8

;

—	 модель D3Q19

	ck = 
(0, 0, 0)	 при i = 0
(±1, 0, 0), (0, ±1, 0), (0, 0, ±1)	 при i = 1, …, 6
(±1, ±1, 0), (±1, 0, ±1), (0, ±1, ±1)	 при i = 7, …, 18

.

За масштабы длины и времени принимаются про-
странственный и временной шаги сетки. Шаг по вре-

мени выбирается таким образом, чтобы при переходе 
на новый временной слой частица попадала в соседний 
узел сетки.

Начальные и граничные условия

В начальный момент времени функция распределе-
ния полагается равной равновесной функции распреде-
ления f(r, 0) = f e(r, 0). В LBM необходимо определить 
соотношения для вычисления функции распределения 
на границах расчетной области.

Условие отскока применяется для реализации ус-
ловий непротекания и прилипания на твердой стенке. 
Такой подход имеет сходство с использованием фик-
тивных узлов или ячеек, находящихся за границами 
расчетной области, в которых скорость меняет знак на 
противоположный (условие зеркального отражения). 
Граница между жидкостью и стенкой располагается 
между слоями приграничных ячеек. В слое ячеек, при-
мыкающих к физической границе области, релаксации 
к равновесной функции распределения не происходит. 
В этом слое ячеек функции распределения принима-
ют значения функций распределения частиц, которые 
двигаются в противоположном направлении. Частицы, 
попавшие в этот слой ячеек, возвращаются на следую-
щем шаге в поток.

Периодические граничные условия используются 
для воспроизведения повторяющихся условий течения 
(при достижении границы области функция распреде-
ления перемещается на противоположную границу). 
Поток выше линии симметрии является зеркальным 
отображением потока ниже линии симметрии, поэтому 
интегрирование выполняется только для одной части 
области.

На границе, через которую поток покидает расчет-
ную область, задаются условия свободного вытекания 
(производная от функции распределения по нормали к 
выходной границе обращается в нуль).

Результаты расчетов

Для проверки и сравнения точности различных 
подходов к описанию течений вязкой несжимаемой 

Рис. 2. Возм ожные векторы скорости частиц для моделей: D1Q3 (a); D2Q9 (b); D3Q19 (c)
Fig. 2. Possible particle velocity vectors for models: D1Q3 (a), D2Q9 (b), D3Q19 (c)
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жидкости и дискретизации уравнений Навье–Стокса 
используется задача о течении в квадратной (двумерная 
задача) или кубической (трехмерная задача) каверне с 
подвижной верхней крышкой. Характерные особенно-
сти вихревых течений, формирующихся в квадратной 
и кубической каверне, наблюдаются и в более сложных 
вихревых и отрывных течениях [27, 28].

Постановка задачи. Нестационарное течение вяз-
кой несжимаемой жидкости рассматривается в замкну-
той полости. Течение в замкнутом объеме квадратной 
или кубической каверны индуцируется движением 
верхней стенки с постоянной скоростью U вдоль оси x. 
Скорость перемещения верхней крышки полагается 
равной U = 1 м/с. Длина ребра полости составляет 
L = 1 м. Дискретизация основных уравнений произво-
дится на декартовой сетке с одинаковых числом узлов 
в различных координатных направлениях. Число узлов 
в координатном направлении k полагается равным Nk. 
Число узлов в квадратной каверне — Nk

2, а в кубиче-
ской — Nk

3.
Характерным параметром задачи, определяющим 

особенности формирующего течения в замкнутом объе-
ме квадратной или кубической каверны, является число 
Рейнольдса Re = ρUL/μ. В расчетах плотность жидко-
сти считается фиксированной и равной ρ = 1,2 кг/м3. 
Варьирование числом Рейнольдса осуществляется за 
счет надлежающего изменения динамической вязко-
сти μ. При этом изменение динамической вязкости и 
числа Рейнольдса обуславливает изменение времени 
релаксации.

В начальный момент времени t = 0 используются 
условия покоя жидкости. Скорость жидкости полага-
ется равной нулю, а давлению присваивается значение 
p = 105 Па. На стенках каверны для тангенциальной и 
нормальной компонент скорости применяются гранич-
ные условия прилипания и непротекания.

Квадратная каверна. Число Рейнольдса изменя-
ется в интервале от 0 до 5000. Расчеты проводятся на 
сетках с различной разрешающей способностью.

Обработку поля течения в каверне при помощи 
традиционных средств визуализации (линии уровня 

и заливка цветом) показывает рис. 3. Применение тек-
стурного подхода для визуализации течения в квадрат-
ной каверне показывает рис. 4 при различных числах 
Рейнольдса.

Профили продольной и поперечной компонент 
скорости в серединном сечении каверны показаны на 
рис. 5 при Re = 1000. Сплошные линии соответству-
ют результатам численного моделирования на основе 
LBM, а значки — данным физического эксперимента 
[29]. Наблюдается достаточно хорошее согласие рас-
четов с литературными данными. При высоких числах 
Рейнольдса распределение продольной компоненты 
скорости имеет зигзагообразную форму [27], что обу-
словливается смешением неравномерного пристеноч-
ного потока, который увлекается в движение верхней 
стенкой, и потока, который циркулирует в крупномас-
штабном вихре [27].

Для оценки качества и критерия точности числен-
ного решения применяются координаты центов различ-
ных вихревых образований (основной вихрь P, вторич-
ные угловые вихри L и R вблизи неподвижной нижней 
стенки) и значения функции тока в них. Результаты 
расчетов в безразмерном виде при помощи LBM при-
водятся в табл. 1 при Re = 100 (xP — продольная коор-
дината центра, yP — поперечная координата центра, 
ψm — значение функции тока). Результаты численного 
моделирования достаточно хорошо согласуются с дан-
ными [29].

Влияние числа Рейнольдса на результаты расче-
тов течения в квадратной каверне показывает табл. 2. 
Результаты расчетов хорошо согласуются с литера-
турным данными [29–38] в широком диапазоне чисел 
Рейнольдса.

Кубическая каверна. В расчетах течения в кубиче-
ской каверне число Рейнольдса варьируется в интерва-
ле от 0 до 2000. Число узлов составляет 813.

Распределения компонент скорости приводятся на 
рис. 6 (сплошные линии) в сравнении с расчетными 
данными [39] (сетка 633) и [40] (сетка 513). Сравнение 
с данными двумерного моделирования течения в квад
ратной каверне показывает, что в трехмерном случае 

Рис. 3. Распределения функции тока (a), завихренности (b) и компонент вектора скорости (c) в каверне при Re = 500. На 
фрагменте (c) красный цвет соответствует продольной скорости, а зеленый — поперечной скорости

Fig. 3. Distributions of the stream function (a), vorticity (b) and velocity vector components (c) in the cavern at Re = 500. On the 
fragment, the red color corresponds to the longitudinal velocity, and the green color corresponds to the transverse velocity
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величина скорости ниже. При этом с увеличением чис-
ла Рейнольдса разница между значениями скорости 
в квадратной и кубической кавернах также увеличи-
вается. В то время, как при Re = 100 такой различие 
остается практически неразличимым, при увеличении 
числа Рейнольдса до 400 максимальная разница дости-
гает 13 %, а при увеличении числа Рейнольдса до 1000 
различие составляет 23 %.

Линии тока в различных сечениях кубической 
каверны показывают рис. 7 и рис. 8 (при Re = 100 и 
Re = 400).

Результаты решения задачи о течении в каверне 
при помощи LBM не столь многочисленны по сравне-
нию с другими подходами к дискретизации уравнений 
Навье–Стокса (конечно-разностные методы, конеч-
но-объемные методы, спектральные методы и другие). 

Рис. 4. Линии тока течения в квадратной каверне при Re равном: 100 (a); 500 (b); 1000 (c); 2000 (d); 2500 (e)
Fig. 4. Streamlines in a square cavity at Re: 100 (a), 500 (b), 1000 (c), 2000 (d), 2500 (e)

Рис. 5. Профили компонент скорости в квадратной каверне при Re = 1000, полученные на основе LBM (сплошные линии) и 
экспериментальных данных [29] (символы ■): продольная скорость (a), поперечная скорость (b)

Fig. 5. Distributions of longitudinal (a) and transverse (b) velocity components in a square cavity at Re = 1000, obtained with 
calculations (solid lines) and experimental data [29] (symbols ■)
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Результаты сравнения точности решения задачи при 
помощи различных подходов представляют несомнен-
ный интерес.

Для обработки результатов расчетов обычно при-
меняются линии растекания жидкости по стенкам куба 
(такие результаты приводятся на рис. 7 и рис. 8). В до-
полнение к этому применяется строгий математический 
аппарат для определения положения и типа критиче-
ских точек на стенках каверны (обычно для этого также 
используются картины линий тока, а тип критической 
точки определяется визуальным образом). Для визуа-
лизации критических точек применяется тензор гра-

диента скорости и линеаризация соответствующих со-
отношений, что позволяет определить тип критической 
точки на основе знаков и значений собственных чисел 
якобиана [41]. Несмотря на то, что в математике такой 
подход хорошо известен, примеры его применения к 
визуализации решений уравнений динамики вязкой 
жидкости являются немногочисленными.

Анализ собственных чисел якобиaна указывает на 
наличие особых точек типа фокуса, центра и седла. 
Положение критических точек на гранях кубической 
каверны зависит от числа Рейнольдса [41]. Связь между 
типом и числом особых точек устанавливает теоре-

Таблица 1. Результаты расчетов течения в квадратной каверне на сетках различного разрешения при Re = 100
Table 1. Influence of mesh size on the results of calculations of flow in a square cavity at Re = 100

Сетка
Вихрь P Вихрь L Вихрь R

xP yP ψm xP yP ψm xP yP ψm

812 0,6125 0,7375 0,1032 0,0324 0,0365 –1,22·10–6 0,9375 0,0641 –1,00·10–5

1012 0,6143 0,7361 0,1034 0,0321 0,0375 –1,62·10–6 0,9410 0,0620 –1,62·10–5

1292 0,6172 0,7344 0,1034 0,0313 0,0391 –1,75·10–6 0,9453 0,0625 –1,25·10–5

Таблица 2. Влияние числа Рейнольдса на результаты расчетов течения в квадратной каверне
Table 2. Influence of the Reynolds number on the results of calculations of flow in a square cavity

Re
Вихрь P Вихрь L Вихрь R

Ссылка
xP yP ψm xP yP ψm xP yP ψm

400 0,5547 0,6055 0,1139 0,0508 0,0469  –1,42·10–5 0,8906 0,1250 –6,42·10–4 [29]
0,5608 0,6078 0,1121 0,0549 0,0510 –1,30·10–5 0,8902 0,1255 –6,19·10–4 [32]
0,5547 0,6055 0,1113 0,0508 0,0469 –1,25·10–5 0,8867 0,1211 –5,94·10–4 Расчет

1000 0,5313 0,5625 0,1179 0,0859 0,0781 –2,31·10–4 0,8594 0,1094 –1,75·10–3 [29]
0,5333 0,5647 0,1178 0,0902 0,0784 –2,22·10–4 0,8667 0,1137 –1,69·10–3 [32]
0,5313 0,5664 0,1142 0,0820 0,0742 –1,84·10–4 0,8633 0,1094 –1,60·10–3 Расчет

5000 0,5117 0,5352 0,1190 0,0703 0,1367 –1,36·10–3 0,8086 0,0742 –3,08·10–3 [29]
0,5176 0,5373 0,1214 0,0784 0,1373 –1,35·10–3 0,8078 0,0745 –3,03·10–3 [32]
0,5156 0,5586 0,1030 0,0781 0,1405 –1,79·10–4 0,8086 0,0741 –2,93·10–3 Расчет

Рис. 6. Профили скорости в серединном сечении кубической каверны при Re = 400, полученные на основе LBM (сплошные 
линии) и экспериментальных данных [39] (символы ◌) и [40] (символы ●): продольной скорость (a), поперечная скорость (b)
Fig. 6. Distributions of longitudinal (a) and transverse (b) velocity in the middle section of a cubic cavern at Re = 400 obtained with 

calculations (solid lines) and experimental data [39] (symbols ◌) and [40] (symbols ●)
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Рис. 7. Линии тока в кубической каверне при Re = 100: плоскость xy (a); плоскость yz (b); плоскость xz (c)
Fig. 7. Streamlines in the middle planes xy (a), yz (b) and xz (c) at Re = 100

Рис. 8. Линии тока в кубической каверне при Re = 400: плоскость xy (a); плоскость yz (b); плоскость xz (c)
Fig. 8. Streamlines in the middle planes xy (a), yz (b) and xz (c) at Re = 400

Рис. 9. Предельные линии тока при Re = 1000 (□ — седловая точка, ● — устойчивый узел, ○ — неустойчивый узел,  
■ — устойчивый фокус)

Fig. 9. Limiting streamlines at Re = 1000 (□ — saddle point, ● — stable node, ○ — unstable node, ■ — stable focus)
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ма Пуанкаре–Бендиксона (Nc – Ns = 2, где Nc — чис-
ло узлов или центров, Ns — число седловых точек). 
Например, при числе Рейнольдса, равном 1000, полу-
чим, что Ns = 10 и Nc = 12.

В целом, результаты расчетов характеристик тече-
ния, полученные при помощи LBM, достаточно хо-
рошо согласуются с литературным данными [39, 40]. 
Увеличение числа Рейнольдса приводит к интенсифи-
кации вихревого движения в кубической каверне. При 
увеличении числа Рейнольдса (уменьшение вязкости) 
происходит перемещение центра крупномасштабного 
вихря к геометрическому центру каверны, а также уве-
личению размеров вторичных угловых вихрей вблизи 
нижней стенки каверны. Влияние боковых стенок куби-
ческой каверны сказывается на уменьшении скоростей 
возвратных течений по сравнению с квадратной кавер-
ной при таком же числе Рейнольдса. Такие изменения 
структуры пространственного течения в кубической 
каверне согласуются с теми, которые наблюдаются в 
работах [27, 28] при изменении числа Рейнольдса от 
0 до 2000.

Координаты критических точек на стенках каверны, 
которые получены при помощи обработки результатов, 
рассчитанных при помощи LBM и конечно-объемных 
методов [28, 41], хорошо согласуются между собой, а 
максимальная ошибка не превышает 3–5 %. 

Сравнение времени счета. Время расчета течения 
в кубической каверне с подвижной верхней крышкой 
при помощи LBM сравнивается с временем счета, не-
обходимым для достижения сходимости при помощи 
конечно-объемных подходов [41]. Помимо LBM, урав-
нения Навье–Стокса решаются при помощи схемы 
расщепления по физическим процессам (метод NS1). 
Реализация схемы расщепления приводит к необходи-
мости решения уравнения Пуассона для давления на 
каждом шаге по времени. В качестве другого подхода 
к решению уравнений Навье–Стокса для вязкой несжи-
маемой жидкости рассматривается метод псевдосжима-
емости (метод NS2). Особенности реализации методов 
NS1 и NS2 излагаются в работе [28].

LBM является явным, поэтому для дискретизации 
уравнений Навье–Стокса применяются явные конеч-
но-разностные схемы. Для дискретизации по времени 
используется явная схема Эйлера, а для дискретизации 
конвективных и вязких потоков — разности против 
потока и центральные разности 2-го порядка точности.

Сравнение времени счета, необходимого для до-
стижения сходимости, показывает рис. 10 (течение в 
кубической каверне при Re = 1000). Время счета норми-
руется на максимальное время счета, соответствующее 
расчету при помощи метода NS1 на самой подробной 
сетке. При использовании подробных сеток LBM в 
существенной степени проигрывает в скорости расче-
тов по уравнениям Навье–Стокса, для интегрирования 
которых используется метод псевдосжимаемости, но 
выигрывает перед подходами, основанными на схе-
ме расщепления по физическим процессам (решение 

уравнения Пуассона для давления требует нелокальных 
подходов).

Заключение

Рассмотрены особенности реализации и примене-
ния метода решеточных уравнений Больцмана (Lattice 
Boltzmann Method, LBM) для моделирования течений 
вязкой несжимаемой жидкости. Возможности подхода 
продемонстрированы на примере моделирования тече-
ний в квадратной и кубической кавернах с подвижной 
верхней стенкой. Результаты численного моделирова-
ния согласуются с имеющимися численными решения-
ми и экспериментальными данными, представленными 
в литературе.

LBM позволяет получить характеристики потока, 
которые согласуются с результатами численного мо-
делирования, полученными при помощи методов ко-
нечных объемов. Сравнение с эталонными решениями 
показывает, что LBM позволяет получить распреде-
ления характеристик потока с погрешностью, не пре-
вышающей 3–5 %. Отклонение локальных значений 
скорости от значений, полученных другими методами, 
объясняется неявным представлением макроскопиче-
ских граничных условий при помощи мезоскопической 
функции распределения в LBM.

При использовании подробных сеток LBM в суще-
ственной степени проигрывает в скорости расчетов 
уравнений Навье–Стокса при помощи метода псевдо
сжимаемости, но выигрывает перед подходами, в ко-
торых требуется решение уравнения Пуассона для 
давления.

Направления дальнейших исследований связаны с 
реализацией LBM для моделирования неизотермиче-
ских течений и течений сжимаемого газа.

Рис. 10. Время счета, необходимое для решения задачи 
о течении в кубической каверне при помощи LBM (белый 

цвет), схемы расщепления по физическим процессам 
(серый цвет) и метода псевдосжимаемости (черный цвет)

Fig. 10. Computation time required to solve the problem of flow 
in a cubic cavern using the LBM (white color), the splitting 
scheme by physical processes (gray color) and the pseudo-

compressibility method (black color)
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