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Аннотация
Рассмотрена задача исследования чувствительности процессов управления к вариации параметров. Для 
решения задачи использован аппарат траекторной чувствительности, применение которого совместно с методом 
пространства состояний позволило построить модели чувствительности. На основе моделей определены 
эллипсоидные оценки функций траекторной чувствительности по состоянию, выходу и ошибке линейных 
многомерных непрерывных систем в форме мажорант и минорант. Выполнены вычисления с использованием 
обобщенного сингулярного разложения матриц, составленных из функций траекторной параметрической 
чувствительности. Полученные эллипсоидные оценки в силу содержательных возможностей обобщенного 
сингулярного разложения матриц обладают свойством минимальной достаточности. Метод оценки дает 
возможность с помощью левого сингулярного базиса, соответствующего экстремальным обобщенным 
сингулярным числам, выделить в пространствах состояния, выхода и ошибки подпространства, которые 
характеризуются в каждый момент времени наибольшим и наименьшим по норме дополнительным движением. 
Правый сингулярный базис позволяет в пространстве параметров выделить подпространства, порождающие 
наибольшее и наименьшее по норме дополнительное движение. Предложенный подход решает проблему 
«оптимального номинала», то есть проблему выбора номинального значения вектора параметров агрегатов 
объекта управления, доставляющих многомерному управляемому процессу наименьшее значение эллипсоидных 
оценок функций траекторной чувствительности, а также осуществить сравнение протекания многомерных 
управляемых процессов по эллипсоидным оценкам траекторной параметрической чувствительности.
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Abstract
The problem of studying the sensitivity of control processes to parameter variations is considered. To solve the problem, 
the trajectory sensitivity apparatus was used, the use of which, together with the state-space method, made it possible to 
construct sensitivity models. Based on the models, ellipsoidal estimates of the trajectory sensitivity functions in terms 
of the state, output, and error of linear multidimensional continuous systems in the form of majorants and minorants 
are determined. Calculations are performed using the generalized singular value decomposition of matrices composed 
of trajectory parametric sensitivity functions. The resulting ellipsoidal estimates, due to the meaningful possibilities 
of the generalized singular value decomposition of matrices, have the property of minimal sufficiency. The estimation 
method makes it possible, using the left singular basis corresponding to the extremal generalized singular values, to 
determine subspaces in the state, output, and error spaces that are characterized at each moment of time by the largest 
and smallest additional motion in terms of the norm. The right singular basis allows us to determine subspaces in the 
parameter space that generate the largest and smallest additional motion in the norm. The proposed approach solves the 
problem of “optimal nominal”, that is, the problem of choosing the nominal value of the parameter vector of the plant 
units that provide the multidimensional controlled process with the smallest value of the ellipsoidal estimates of the 
trajectory sensitivity functions, as well as to compare the flow of multidimensional controlled processes according to 
the ellipsoidal estimates of the trajectory parametric sensitivity.
Keywords
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value decomposition
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Введение

Аппарат траекторной чувствительности [1–3] ши-
роко используется в фазе становления теории чувстви-
тельности динамических систем как самостоятельной 
ветви общей теории систем управления. В сочетании с 
техникой метода пространства состояний аппарат стро-
ит модели чувствительности, выполняющие функции 
наблюдателя нормированного дополнительного движе-
ния динамической системы, порожденного вариациями 
параметров последней относительно их номинальных 
значений. Аппарат стал идейной основой метода срав-
нительной чувствительности Круца–Перкинса [4]. 
Однако в последнее время работы по теории параме-
трической чувствительности управляемых процессов, 
использующие методологию траекторной чувстви-
тельности, появляются, за некоторым исключением 
[5], достаточно редко в отечественных и зарубежных 
научных работах. Тем не менее процесс алгебраиза-
ции современной теории управления обнаружил новые 
возможности аппарата траекторной чувствительности, 
позволившие сконструировать скалярные оценки до-
полнительного движения многомерных управляемых 
процессов, названных эллипсоидными [6]. 

Постановка задачи

Основная задача исследования чувствительности 
[1, 2] — изучение свойств дополнительных движений 
и определение их связи со свойствами исходной си-
стемы. Под дополнительным движением Δφ(t, Δq) при 
вариации параметров q относительно номинального 
значения q0 при условии, что q = q0 + Δq, понимается 
вариация вида:

	 Δφ(t, q0, Δq) =
Δ

 Δφ(t, Δq) = φ(t, q0 + Δq) – φ(t),

где φ соответствует векторам: состояния x, выхода y и 
ошибки ε. Согласно классической теории чувствитель-
ности [1, 2] первым приближением для дополнитель-

ного движения является выражение Δφ(t, Δq) = Θ(t)Δq,  
где ∆ — приращение, t — имеет смысл времени, q — 
вектор параметров, Θ(t) — матрица, составленная из 
соответствующих функций чувствительности.

В силу многомерности задача исследования пара-
метрической чувствительности векторных процессов 
достаточно сложна и связана с рассмотрением множе-
ства вариантов дополнительных движений.

Отметим, что основная задача — оценка параме-
трической чувствительности континуума траекторий 
многомерных систем управления в виде соотношения 
для векторных норм по состоянию, выходу и ошибке. 
С помощью соотношения выполнена оценка подпро-
странств максимальной и минимальной чувствитель-
ности. С этой целью введены эллипсоидные оценки 
функций траекторной чувствительности для отношения 
евклидовых векторных норм δ в виде скалярных мажо-
рант λℚM(t) и минорант λℚm(t) этих функций в форме

	 λℚm(t) ≤ δ(t) ≤ λℚM(t).

Конструирование оценок осуществлено с исполь-
зованием обобщенного сингулярного разложения [7] 
соответствующих матриц траекторной чувствитель-
ности [8].

Подход позволяет решить проблему выбора но-
минального значения вектора параметров агрегатов 
объекта управления, доставляющих многомерному 
управляемому процессу наименьшее значение эллип-
соидных оценок функций траекторной чувствитель-
ности, выполнить сравнение протекания многомерных 
управляемых процессов по эллипсоидным оценкам 
траекторной параметрической чувствительности.

Схема использования обобщенного  
сингулярного разложения матриц

Пусть задача исследования многомерных систем 
управления сводится к векторно-матричному представ-
лению вида 

Эллипсоидные оценки траекторной чувствительности многомерных процессов...
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	 κ(τ) = Π(τ)χ(τ = 0), ∀τ, 	 (1)

где Π(τ) — матрица, связывающая вектор κ(τ), завися-
щий от переменной τ, с вектором χ(τ = 0) = χ(0), стаци-
онарным по τ. Тогда могут быть записаны оценочные 
неравенства вида

	 αm(τ) ≤ ||κ(τ)||/||χ(0)|| ≤ αM(τ), ∀τ,

где αm(τ), αM(τ) — экстремальные элементы алгебраи-
ческого спектра σα{Π(τ)} сингулярных чисел матрицы 
Π(τ) (1), однозначно определяющие на матрице пра-
вых сингулярных векторов V(τ) те из них, которые на 
сфере ||χ(0)|| = γ = const отображаются в наибольшую и 
наименьшую полуоси эллипсоида с полуосями γαM(τ) 
и γαm(τ) соответственно, где γ — численное значение 
векторной нормы ||χ(0)||.

Пусть задача исследования многомерных управля-
емых процессов, сведенная к (1), дополнена вектор-
но-матричным соотношением

	 ζ(τ) = Ψ(τ)χ(τ),

где матрица Ψ(τ) связывает векторы ζ(τ) и χ(τ) в форме 
линейной алгебраической задачи.

Пусть при этом в задаче исследования многомерных 
управляемых процессов представляет интерес изучение 
поведения отношения

	 δκζ(τ) =
Δ

 ||κ(τ)||/||ζ(τ)||

евклидовых векторных норм. Тогда в силу обобщенного 
отношения Релея [9–12], которое является скалярной 
формой обобщенной задачи собственных значений, 
оказываются справедливыми оценочные неравенства

	 λΠΨm(τ) ≤ δκζ(τ) = ||κ(τ)||/||ζ(τ)|| ≤ λΠΨM(τ),	 (2)

где λΠΨm(τ) и λΠΨM(τ) — скалярные оценки при усло-
вии, что ΨT(τ)Ψ(τ), ∀τ невырожденная матрица, вычис-
ляются для любых τ с помощью решения обобщенного 
характеристического уравнения

	 det(μ(τ)ΨT(τ)Ψ(τ) – ΠT(τ)Π(τ)) = 0

так, что 
	 λΠΨ(τ) = |μ1/2(τ)|.	 (3)

Представим матрицы задач Π(τ) и Ψ(τ) в форме

	 Π(τ) = Qπ(τ),
	 Ψ(τ) = Rπ(τ),

где π(τ) — произвольная квадратная матрица, тогда 
оценочные неравенства (2) становятся стационарными 
по τ и принимают вид

	 λQRm ≤ δκζ(τ) = ||κ(τ)||/||ζ(τ)|| ≤ λQRM, ∀τ.	 (4)

Экстремальные оценки λQRm(τ), λQRM(τ) в формуле 
(4) вычисляются при условии, что матрица RTR обра-
тима, с помощью решения обобщенного характеристи-
ческого уравнения, стационарного по τ

	 det(μRTR – QTQ) =0 при условии, что λQR = |μ1/2|.

Таким образом, задача сведена к обобщенной про-
блеме сингулярных чисел [7], а оценки вида (2) в силу 

свойства симметричности матриц RTR и QTQ могут 
быть получены с помощью экстремальных элементов 
алгебраического спектра обобщенных сингулярных 
чисел матриц R ∈ Rm×n с m ≥ n и Q ∈ Rp×n, αRQWm, 
αRQM ∈ σα(R, Q) = {αR1/αQn, …, αRn/αQ1}, удовлетворя-
ющих условиям UTRX = ΣR = diag{αRi, i = 1, n}, αRi > 0, 
VTQX = ΣQ = diag{αQi, i = 1, q}, αQi > 0, где q = min(p, n).

Конструирование эллипсоидных оценок 
траекторной чувствительности  

многомерных процессов при внешних 
конечномерных воздействиях

Утверждение 1. Пусть при произвольном значении 
параметра q модель для непрерывного многомерного 
процесса имеет вид 

	 ẋ(t, q) = F(q)x(t, q) + G(q)g(t); 
	 x(0, q) = x(0); y(t, q) = C(q)x(t, q),	 (5)

где {F(q), G(q), C(q)} — зависимая от параметра q 
тройка матриц состояния, входа и выхода, векторы со-
стояния x ∈ Rn, выхода y ∈ Rm и ошибки ε ∈ Rm зависят 
от вектора параметров q ∈ Rp с номинальным значением 
q0 так, что x = x(t, q), y = y(t, q), ε = ε(t, q). 

Для номинального значения вектора параметров q0 
введем обозначение

	 x(t, q)q=q0 =
Δ

 x(t), y(t, q)q=q0 =
Δ

 y(t), ε(t, q)q=q0 =
Δ

 ε(t),

где x(t), y(t), ε(t) — номинальные траектории по состо-
янию, выходу и ошибке многомерного процесса.

Пусть вектор параметров q в модели (5) претерпева-
ет вариацию в форме q = q0 + Δq. Тогда такая вариация 
Δq параметров порождает в (5) дополнительные дви-
жения по состоянию x, выходу y и ошибке ε в формах

	 Δx(t, q0, Δq) =
Δ

 Δx(t, Δq) = x(t, q0 + Δq) – x(t),

	 Δy(t, q0, Δq) =
Δ

 Δy(t, Δq) = y(t, q0 + Δq) – y(t),

	 Δε(t, q0, Δq) =
Δ

 Δε(t, Δq) = ε(t, q0 + Δq) – ε(t).

Тогда для дополнительных движений Δx(t, Δq) по 
состоянию Δy(t, Δq) по выходу и ошибке Δε(t, Δq) по-
лучим

	 Δx(t, Δq) = Σ(t)Δq,
	 Δy(t, Δq) = H(t)Δq,
	 Δε(t, Δq) = E(t)Δq.

В нормах можно записать оценочные неравенства

	 αΣmin(t)||Δq|| ≤ ||Δx(t, Δq)|| ≤ αΣmax(t)||Δq||, ∀t;	 (6)

	 αHmin(t)||Δq|| ≤ ||Δy(t, Δq)|| ≤ αHmax(t)||Δq||, ∀t;	 (7)

	 αEmin(t)||Δq|| ≤ ||Δε(t, Δq)|| ≤ αEmax(t)||Δq||, ∀t,

где αΣmin(t), αHmin(t), αEmin(t) — минимальные элементы 
алгебраических спектров сингулярных чисел матриц 
Σ(t), H(t), E(t) для любых t; αΣmax(t), αHmax(t), αEmax(t) — 
максимальные элементы этих же спектров.

Запишем матрицы траекторной чувствительности 
соответственно по состоянию x, выходу y и ошибке ε
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	 Σ(t) = row{σj(t), j = 1, p}, 	 (8)
	 H(t) = row{ηj(t), j = 1, p}, 	 (9)
	 E(t) = row{ej(t), j = 1, p}, 	 (10)

где σj, ηj, ej — функции траекторной чувствительности 
многомерного процесса по состоянию x, выходу y и 
ошибке ε к параметру qj. □

Доказательство утверждения приведено в работах 
[8, 13–15]. 

Очевидно, задача получает полное решение при 
наличии матриц траекторной чувствительности Σ(t) 
по состоянию x, H(t) по выходу y и E(t) по ошибке 
ε. Конструирование матриц осуществим с помощью 
модели траекторной чувствительности [2, 3, 5, 8, 13], 
в основу которых положены следующие утверждения 
[5, 8, 14].

Утверждение 2. Пусть многомерный управляемый 
процесс с вектором x состояния и вектором y выхо-
да при произвольном значении вектора q параметров 
имеет векторно-матричное описание (1). Тогда, ис-
пользуя модели чувствительности процесса (1), мож-
но построить реализации матриц (8)–(10), столбцы  

σj(t) =
Δ

   
q=q0

; ηj(t) =
Δ

   
q=q0

; ej(t) =
Δ

   
q=q0

, 

j = 1, p которых определяются с помощью векторно-ма-
тричных соотношений

	 x��(t) = F�x�(t) + G�g(t); x�(0) = [0T, x(0)T]T;

	 x(t) = C�xx�(t); y(t) = C�yx�(t); σ(t) = C�σx�(t);	 (11)

	 η(t) = C�ηx�(t); e(t) = C�ex�(t),

где x� = [σT xT]T, σT = [σT
1

 σT
2

 … σT
p ]T; y� = [ηT yT]T, 

ηT = [ηT
1

 ηT
2

 … ηT
p ]T, ε� = [eT εT]T, eT = [eT

1
 eT

2
 … eT

p ]T;  

F� =  Ip×p ⊗ F Fq
	 0	 F

; G� =  G
Gq

; Fq = col{Fqj; j = 1, p}; 

Gq = col{Gqj; j = 1, p}; Cq = col{Cqj; j = 1, p}; C�x = 

= [On×pn In×n]; C�y = [Om×pn C]; C�σ = [Inp×p Оpn×n]; 

C�η = = [Ip×p ⊗C Cq]; C�e = [–Ip×p ⊗C 0], ⊗ — символ 

кронекеровского произведения матриц; (°)qj =
Δ

 ;  

(°) =
Δ

 {(°)(q)}| q=q0; (°) — имеет смысл матриц F, G и C, 
а также векторов x, y и ε. □

Доказательство утверждения приведено в [8, 14]. 
Замечание 1. Осуществленная скаляризация задачи 

анализа чувствительности многомерных управляемых 
процессов с помощью эллипсоидных оценок траек-
торной параметрической чувствительности, задающих 
мажоранту и миноранту дополнительного движения 
многомерного процесса, порожденного конечной вариа-
цией Δq вектора параметров, с одновременным исполь-
зованием содержательных возможностей сингулярного 
разложения матриц траекторной чувствительности по-
зволяет: 
1)	 рассматривать сингулярные числа αΣmin(t), αHmin(t), 

αEmin(t), и αΣmax(t), αHmax(t), αHmin(t), αEmin(t) матриц 
Σ(t), H(t) и E(t) в качестве элементов функциональ-
ного пространства LT

γ с γ-ичной нормой элемента 

α(t), при этом наиболее употребительными являются 
γ-ичные нормы при γ = 2 и γ → ∞||α(t)||γ→∞ = sup

t∈T
 α(t) 

так, что последняя из них задает максимальный 
размер трубки, внутри которой располагается до-
полнительное движение по состоянию и выходу;

2)	 осуществить сравнение реализаций регуляторов, 
образующих с исходным объектом управления мно-
гомерный управляемый процесс, по предложенным 
эллипсоидным оценкам;

3) осуществить решение проблемы «оптимального но-
минала» — сделать выбор номинального значения 
q0 вектора параметров агрегатов объекта управле-
ния, доставляющих многомерному управляемому 
процессу наименьшее значение эллипсоидных оце-
нок функций траекторной чувствительности;

4)	 с использованием правого сингулярного базиса V 
в пространстве Rp параметров выделить подпро-
странство L{Vmax}, порождающее наибольшее по 
норме дополнительное движение и подпростран-
ство L{Vmin}, порождающее наименьшее по норме 
дополнительное движение Δx(t) по состоянию, Δy(t) 
по выходу и Δε(t) по ошибке;

5)	 с использованием левого сингулярного базиса U в 
пространствах Rn и Rm состояния и выхода выделить 
подпространство L{Umax} и L{Umin}, характеризу-
ющиеся в каждый момент времени t наибольшим и 
наименьшим по норме дополнительным движением;

6)	 осуществить сравнение протекания многомерных 
управляемых процессов по эллипсоидным оценкам 
траекторной параметрической чувствительности.

Конструирование эллипсоидных оценок 
траекторной чувствительности многомерных 

процессов на основе обобщенной проблемы 
сингулярных чисел

Рассмотрим особый случай, когда предметом ис-
следования являются относительные дополнительные 
движения δx(t) и δy(t) по состоянию x(t) и выходу y(t), 
порожденные вариациями параметров и определенные 
соотношениями

	 δx(t) =
Δ

 ||Δx(t, Δq)||/||x(t)||, ∀t,	 (12)

	 δy(t) =
Δ

 ||Δy(t, Δq)||/||y(t)||, ∀t.	 (13)

При решении поставленной задачи обратим особое 
внимание на контроль за рангом матриц. Выделим две 
ситуации применительно к рассматриваемым процес-
сам в системе (1). В первой ситуации задача решается в 
автономной версии, во второй — в предположении, что 
внешнее воздействие g(t) генерируется конечномерной 
автономной непрерывной системой.

Применительно к первой ситуации справедливы 
положения следующего утверждения.

Утверждение 3. Из оценочных неравенств

	 α2
x�xm(t) ≤ (||x(t)||2 + ||σ(t)||2)/||x(t)||2 ≤ α2

x�xM(t), ∀t,

где αx�xm(t), αx�xM(t) — экстремальные для любых t эле-
менты алгебраического спектра {αx�xi(t); i = 1, n} обоб-
щенных сингулярных чисел пары матриц
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	 αx�x(t) ∈ σα{exp(F�t)[I O]T, exp(Ft)}, ∀t,

здесь I – (n × n)-единичная матрица; O – (n × pn) — 
нуль-матрица, из которой следует, что для относитель-
ных дополнительных движений δx(t) (12) и δy(t) (13) 
оказываются справедливыми оценки

	 δx(t) ≤ (α2
x�xM(t) – 1)1/2||Δq||, ∀t;

	 δy(t) ≤ αM{c�η}αx�xM(t)αm
–1{c}||Δq||, ∀t,

αM{(°)}, αm{(°)} — соответственно максимальные и 
минимальные сингулярные числа матрицы (°).□

Доказательство утверждения приведено в [8, 13, 14]. 
Применительно ко второй ситуации справедливы 

положения следующего утверждения.
Утверждение 4. Рассмотрим автономные многомер-

ные системы с векторами состояния

	 x�� = [xT zT]T, 

образованные агрегированием соответственно номи-
нальной версии системы (1), а также составной систе-
мы (11) с источником внешнего воздействия

	 ż(t) = Ez(t); z(0) = z0; g(t) = Pz(t) ,

где x ∈ Rn; g, y ∈ Rm; z ∈ Rl; F ∈ Rn×n, E ∈ Rl×l, G, 
CT ∈ Rn×m, P ∈ Rm×l, ε(t) = g(t) – y(t) — вектор ошибки, 
ε ∈ Rm, так, что их векторно-матричные описания

	 x�(t) = F��x�(t); x�(0) = [On×l
T  Il×l]Tz(0);

	 x�(t) = F��x�(t); x�(0) = [Onp×l
T  On×l

T  Il×l]Tz(0);

характеризуются матрицами

F� = 
F�11 F�12

F�21 F�22
 = F GP

O  E ; F� = 
F�11 F�12

F�21 F�22

 = F� G�P
O  E .

Тогда для относительных дополнительных движений 
δx(t) (12) и δy(t) (13) оказываются справедливыми оцен-
ки

	 δx(t) ≤ (α2
x�x�M(t) – 1)1/2α2

x�xM(t)||Δq||, ∀t; 	 (14)

	 δy(t) ≤ αM{c�η}(α2
x�zM(t) – 1)1/2αzx�M(t)αx�xM(t) ×

	 × α–1
m{Δc}||Δq||, ∀t, 	

(15)

где αx�x�M(t), αx�xM(t), αx�zM(t), αzx�M(t) — максимальные для 
любых t элементы алгебраических спектров обобщен-
ных сингулярных чисел соответствующих пар матриц:

	 αx�x�(t) ∈ σα  exp(F�t)
0
0
I

, exp(F�t)
0
I   ;

	 αx�x(t) ∈ σα  exp(F�t)
0
I , exp(F�t)12  ;

	 αx�z(t) ∈ σα  exp(F�t)
0
0
I

, exp(F�t)22  ;

	 α zx�(t) ∈ σα  (exp(F�t))22, exp(F�t)
0
I   .□

Доказательство утверждения приведено в [8, 13].  
Замечание 2. В связи с приведенными Утверж

дениями 3, 4 отметим, что мажорирующие оценки δx(t)  
и δy(t) относительных дополнительных движений δx(t) 
(12) и δy(t) (13), определяемые правыми частями урав-
нений (6), (14), (7) и (15), позволяют для всех по нор-
ме ||Δq|| вариаций Δq вектора параметров и нормам 
||x(t)|| и ||y(t)|| номинальных траекторий оценить нормы 
||Δx(t, Δq)|| и ||Δy(t, Δq)|| дополнительных движений. 
Однако в общем случае эти оценки могут обладать 
большей достаточностью, чем оценки, полученные на 
спектрах обобщенных сингулярных чисел матриц тра-
екторной чувствительности Σ(t) и H(t), вычисляемых 
с помощью GSVD-процедуры в программной среде 
MATLAB [16]. 

Пример. Рассмотрим двухканальную фотоэлектри-
ческую следящую систему (ФЭСС), имеющую матрич-
ное описание

F(q) = 

	 0	 1	 0	 0

	–149,0(1 + q2)	 –9,46	 –149,0(1 + q2)q1	 0

	 0	 0	 0	 1

	2,68(1 + q2)q1	 0	 –2,68(1 + q2)	 –1,55

,

G(q) = 

	 0	 0

	149 – 0(1 + q2)	 149,0(1 + q2)q1

	 0	 0

	–2,68(1 + q2)q1	 2,68(1 + q2)

,

C(q) = C = 1 0 0 0
0 0 1 0 ,

где вектор параметров q = [q1 q2]T имеет номинальную 
реализацию q0 = [0 0]T и характеризуется вариациями 
Δqi, принимающими значения |Δqi| ≤ 0,3 (i = 1, 2). При 
условии, что параметр q1 характеризует прямые пере-
крестные антисимметричные связи между каналами 
ФЭСС, а q2 — крутизну пеленгационной характери-
стики в общем тракте системы. Сепаратные каналы 
номинальной реализации ФЭСС существенно неиден-
тичны и характеризуются показателями колебательно-
сти Mmax1 = 1,4 и Mmax2 = 1,2, а также эффективными 
полосами пропускания на уровне 0,707 Δω1 = 16,84 c–1 
и Δω2 = 2,11 c–1 соответственно. Построим эллипсоид-
ные оценки траекторной чувствительности по состо-
янию и выходу при ненулевом начальном состоянии 
и ступенчатом конечномерном внешнем воздействии. 

На рис. 1 приведены графики процессов по норме 
||x(t)||, ||y(t)||, их минорант αΣmin(t), αHΣmin(t) и мажорант 
αΣmax(t), αHΣmax(t) векторных функций траекторной 
чувствительности по состоянию x(t) и по выходу y(t) 
при ненулевом начальном состоянии и ступенчатом 
внешнем воздействия g(t) = const.

Если оценки функций траекторной чувствительно-
сти в виде минорант и мажорант умножить на ||Δq||, 
тогда получим оценки дополнительных движений 
||Δx(κ, Δq)|| и ||Δy(κ, Δq)|| в виде трубок, центриро-
ванных относительно номинальных траекторий по со-
стоянию и выходу. Для примера на рис. 2 приведены 
центрированные относительно номинальных состояний 
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и выходов трубки, содержащие все дополнительные 
движения, порожденные вариациями вектора Δq пара-
метров, характеризующимися нормой ||Δq|| ≤ 0,3. На 
рис. 3 показаны кривые относительных дополнитель-
ных движений δx(t) и δy(t) по состоянию x(t) и выходу 
y(t), порожденные вариациями параметров.

Заключение

Решена задача исследования чувствительности про-
цессов управления к вариации параметров с помощью 
построения эллипсоидных оценок функций траектор-
ной чувствительности по состоянию, выходу и ошибке 
линейных многомерных непрерывных систем. При 
расчете использовано обобщенное сингулярное разло-
жение матриц, составленных из функций траекторной 
параметрической чувствительности. В зависимости от 
постановки задачи исследования все множество изуча-
емых траекторий исследуемого процесса генерируется 
с помощью задания вектора начальных состояний x�(0) 
с нулевой составляющей σ(0) последнего. 

Рис. 1. Графики процессов: нормы ||x(t)|| (кривая 1), 
мажоранты αΣmax(t) (кривая 2) и миноранты 

αΣmin(t) (кривая 3) векторных функций траекторной 
чувствительности по состоянию x(t) (а); нормы ||y(t)|| 

по выходу y(t) (кривая 1) и мажоранте αHΣmax(t) (кривая 2) 
(b) при ненулевом начальном состоянии и ступенчатом 

внешнем воздействия g(t) = const
Fig. 1. Graphs of processes: norm ||x(t)|| (curve 1), majorants 
αΣmax(t) (curve 2) and minorants αΣmin(t) (curve 3) of vector 

functions of trajectory sensitivity with respect to state x(t) (a); 
norm of output y(t) (curve 1) and majorant αHΣmax(t) (curve 2) 
(b) for a non-zero initial state and a stepped exogenous signal 

g(t) = const

Рис. 2. Графики центрированных относительно 
номинальных состояний: x(t) (кривая 1) (а) и выходов 

y(t) (кривая 1) (b) трубок, ограниченных кривыми 2 и 3, 
содержащие все дополнительные движения, порожденные 
вариациями вектора Δq параметров, характеризующимися 

нормой ||Δq|| ≤ 0,3
Fig. 2. Graphs of tubes centered relative to the nominal states 

x(t) (curve 1 (a)) and outputs y(t) (curve 1 (b)) bounded by 
curves 2 and 3, containing all additional movements generated 
by variations of the parameter vector Δq characterized by the 

norm ||Δq|| ≤ 0,3

Рис. 3. Кривые относительных дополнительных движений 
δx(t) по состоянию x(t) (a) и δy(t) по выходу y(t) (b)

Fig. 3. Curves of relative additional motions δx(t) by state x(t) 
(a) and δy(t) by output y(t) (b)
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