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Аннотация
Введение. Оптико-электронные системы контроля износа рабочих лопаток цилиндров низкого давления паровых 
турбин  обеспечивают оценку величины хорды рабочей лопатки в статике на закрытом цилиндре, но не позволяют 
оценить износ с необходимой погрешностью при валоповороте. Контроль затрудняется тем, что выходная 
кромка контролируемой лопатки может перекрываться входной кромкой следующей лопатки. Следовательно, 
требуется задать такое направление видеонаблюдения для каждого сечения, которое обеспечит формирование 
видеокадров, содержащих изображение лопатки, и будет включать ее входную и выходную кромки.  Режим 
валоповорота требует применения импульсной подсветки передней и задней кромок рабочих лопаток для 
уменьшения величины смаза изображения. Исходя из этого, важно осуществить выбор фокусного расстояния 
объектива видеокамеры, диаметра входного зрачка объектива и мощности импульсных источников излучения. 
Разработка методики параметров системы является актуальной задачей с целью сокращения трудоемкости 
проектирования систем для различных моделей турбин и технологий применения. Метод. Разработана 
методика выбора параметров систем контроля износа рабочих лопаток, которая основана на критерии равенства 
основных составляющих суммарной погрешности величины хорды. При аналитических исследованиях 
использовались выявленные связи параметров матричного приемника оптического излучения, источников 
подсветки и оптической схемы с требуемыми характеристиками системы. Компьютерное моделирование 
процесса преобразования информации в исследуемой системе учитывало связь параметров перемещающихся 
при валоповороте рабочих лопаток и параметров оптической схемы. Экспериментальная оценка погрешности 
системы в статике и в динамике на макете лопаточного аппарата использовала многократные измерения после 
калибровки системы по известным параметрам рабочих лопаток. Основные результаты. Методика обеспечивает 
при необходимых углах наклона видеозонда требуемое поле зрения и заданную погрешность контроля величины 
хорды за счет выбираемых матричного приемника оптического излучения, фокусного расстояния объектива 
видеокамеры, диаметра входного зрачка объектива, мощности источников излучения. На примере, наиболее 
сильно подверженной износу пятой ступени лопаточного аппарата цилиндров низкого давления турбины большой 
единичной мощности К-1200, показано, что для предельно допустимых значений углов поворота видеозонда 
19° и времени задержки кадровой синхронизации до 0,18 с фокусное расстояние объектива видеокамеры 
должно быть менее 2,4 мм при времени импульсной подсветки 0,05 с. Компьютерное моделирование показало, 
что предельная погрешность системы может достигать 0,011 мм, что указывает на возможность уменьшения 
суммарной погрешности. С использованием разработанной методики выбраны основные элементы и создан 
макет системы. Сформулированы требования к времени экспозиции и задержки кадровой синхронизации. 
Обсуждение. Эффективность методики выбора параметров подтверждена экспериментальными исследованиями 
макета системы, показавшими, что оценка стандартного отклонения случайной составляющей погрешности 
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Методика выбора параметров  оптико-электронных систем контроля износа рабочих лопаток паровых турбин...

контроля хорды в динамике составила 0,26 мм, что в три раза меньше, чем у ранее разработанной системы, и 
удовлетворяет требованиям, предъявляемым при оценке работоспособности рабочих лопаток паровых турбин 
в процессе эксплуатации и ремонта. Предложенная методика, направленная на достижение требуемой точности 
контроля, может быть использована разработчиками других оптико-электронных средств бесконтактного 
контроля линейных размеров деталей, ориентированных неперпендикулярно линии визирования.
Ключевые слова
паровые турбины, рабочие лопатки, эрозионный износ, хорда рабочей лопатки, контроль износа рабочей лопатки, 
оптико-электронная система, выбор параметров
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Abstract
Optoelectronic wear monitoring system of rotor blades of steam turbine low-pressure cylinders provide an assessment 
of the chord value of the working blade in static conditions on a closed cylinder. However, these systems do not allow 
the operator to assess the wear with the necessary error during shaft rotation. The control process is complicated by the 
fact that the output edge of the blade is overlapped by the input edge of the next blade; therefore it is necessary to set a 
scanning direction for each section that will ensure the formation of blade video frames, including both the input and 
output edges. The shaft rotation mode requires the use of pulsed illumination of the edges of the working blades to reduce 
the amount of image smudge; therefore it is necessary to select the focal length of the camera lens, the diameter of the 
entrance pupil of the lens and the power of pulsed radiation sources. The development of a methodology for selecting 
system parameters will help to reduce the complexity of designing systems for various turbine models and application 
technologies. Therefore, this is an important task. A methodology has been developed for selecting the parameters of 
the wear control systems of the working blades, which is based on the criterion of equality of the main components of 
the total error of the chord value. The analytical studies used the relationship of the parameters of the matrix receiver of 
optical radiation, illumination sources and the optical circuit with the required characteristics of the system. Computer 
modeling of the information conversion process in the system under study took into account the relationship between 
the parameters of the moving blades and the parameters of the optical circuit. The experimental estimation of the system 
error in statics and dynamics is based on multiple measurements after calibration of the system according to known 
parameters of the blades. When using the developed methodology, it is possible to achieve the required field of view and 
a given error in controlling the chord value, due to the choice of: matrix optical radiation receiver, focal length of the 
camera lens, diameter of the lens entrance pupil, and power of radiation sources. Using the example of the fifth stage of 
the vane device of the K-1200 high unit power turbine, which is most susceptible to wear, it is shown that for maximum 
values of the rotation angles of the video probe is 19° and the delay time of frame synchronization is up to 0.18 s, the 
focal length of the camera lens should be less than 2.4 mm with a pulse illumination time of 0.05 s. Computer modeling 
has shown that the marginal error of the system can reach 0.011 mm, which illustrates the possibility of reducing the 
total error. Using the developed methodology, the main elements were selected and a layout of the system was created. 
The requirements for exposure time and delay time of frame synchronization are formulated. The effectiveness of the 
parameter selection methodology was confirmed by experimental studies of the system layout, which showed that 
the estimate of the standard deviation of the random component of the chord control error in dynamics was 0.26 mm, 
which is three times less than that of the previously developed system and meets the requirements for evaluating the 
operability of the rotor blades of steam turbines during operation and repair. The proposed technique can be used by 
developers of other optoelectronic means of contactless control of linear dimensions of parts oriented non-perpendicular 
to the line of sight.
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Введение

Входные кромки рабочих лопаток (РЛ) цилиндров 
низкого давления (ЦНД) паровых турбин подвергаются 
сильному эрозионному износу, что ведет к сокращению 
ресурса их работы и возможным авариям. Это обусла-
вливает необходимость периодического осмотра  лопа-
точного аппарата с целью предотвращения аварий [1]. 

Применение современных видеоэндоскопов откры-
вает возможности повышения точности бесконтактного 
контроля параметров формы РЛ при их статическом по-
ложении [2–4]. Однако существующие видеоэндоскопы 
непосредственно не могут применяться для эндоско-
пирования лопаточного аппарата в режиме валопово-
рота [5], который предполагает вращение ротора без 
поступления пара в ЦНД. При этом линейная скорость 
контролируемой области достигает 0,36 м/с, а в виде-
оэндоскопах не обеспечивается синхронизация видео-
кадров с положением РЛ.

Оптико-электронные системы контроля износа РЛ 
(ОЭСРЛ) [6–8] обеспечивают оценку величины хорды 
РЛ с погрешностью не более 0,9 мм без вскрытия ЦНД 
при непрерывном вращении ротора в режиме валопо-
ворота с частотой до 1 об/мин. 

Однако  контроль величины хорды РЛ при примене-
нии  ОЭСРЛ в режиме валоповорота затрудняется тем, 
что выходная кромка контролируемой лопатки может 
перекрываться входной кромкой следующей лопатки, 
поэтому необходимо задавать такое направление видео-
наблюдения для каждого сечения, которое обеспечивает 
формирование видеокадров, содержащих изображение 
лопатки, включающее ее входную и выходную кромки. 
В результате хорды контролируемого сечения лопатки 
ориентированы неперпендикулярно оптической оси 
системы, а плоскость изображения РЛ не совпадает с 
плоскостью фоточувствительной площадки приемника. 
Исходя из этого, в  ОЭСРЛ величину хорды приходит-
ся определять по расфокусированному изображению 
лопатки, полученному при требуемом ракурсе  видео-
наблюдения [9–11]. 

Режим валоповорота также требует применения им-
пульсной подсветки передней и задней кромок рабочих 
лопаток для уменьшения величины смаза изображения, 
что требует одновременного выбора фокусного рас-
стояния объектива видеокамеры, диаметра входного 
зрачка объектива и мощности импульсных источников 
излучения.

Исследование сочетания геометрических и времен-
ных параметров элементов и ОЭСРЛ в целом, при ее 
эксплуатации в ограниченном пространстве актуально, 
поскольку позволяет сократить время оценки износа 
и диагностики состояния перемещающейся лопатки с 
требуемой погрешностью контроля не более 0,5 мм1. 

Целью работы является разработка методики выбо-
ра параметров  оптико-электронных систем контроля 

1 РД 153-34.1-17.462-00. Методические указания о по-
рядке  оценки работоспособности рабочих лопаток паровых 
турбин в процессе изготовления, эксплуатации и ремонта. 
Отраслевой руководящий документ. Утвержден РАО «ЕЭС 
России». М., ВТИ, 2001.

износа лопаточного аппарата ЦНД паровых турбин на 
закрытом цилиндре при валоповороте, которая обе-
спечивает требуемую погрешность контроля величи-
ны хорды РЛ посредством сочетания  геометрических, 
энергетических и временных параметров элементов и 
системы в целом. 

Возможности применения разрабатываемой методи-
ки оценивались при значениях параметров пятой (по-
следней) ступени лопаточного аппарата ЦНД турбины 
большой единичной мощности К-1200, которая имеет 
наибольшие габариты и наиболее сильно подвержена 
износу, что позволяет находить предельно допустимые 
значения параметров элементов и ОЭСРЛ в целом.

Работа системы при контроле величины хорды 
рабочих лопаток

Обобщенная схема рассматриваемых ОЭСРЛ  
(рис. 1) содержит основные элементы: видеозонд 1, 
синхродатчик 2, метку 3 и компьютер 4. 

Видеозонд 1 включает источники излучения 5 и 6, 
видеокамеру 7, содержащую объектив 8, и матричный 
фотоприемник 9. Видеокадр, фиксируемый видеокаме-
рой 7, имеет размытие, ввиду того, что изображение РЛ 
не совпадает с чувствительной площадкой матричного 
фотоприемника 9 и из-за перемещения РЛ за время 
импульсной подсветки.

Цифровой сигнал, в котором содержится информа-
ция о проекции РЛ на плоскость матричного фотопри-
емника, в настоящей работе называется отображени-
ем объекта. Работа ОЭСРЛ заключается в обработке 
компьютером 4 отображений РЛ, получаемых с ви-
деокамеры 7 видеозонда 1 при импульсной подсвет-
ке  источниками излучения 5 и 6. При этом импульсы 
подсветки формируются по сигналам синхродатчика 2, 
основная функция которого — фиксировать моменты 
угловых положений осей РЛ при их пересечении опти-
ческой оси видеокамеры. При этом видеозонд фикси-
рует изображение первой исследуемой лопатки РЛ1 и 

Рис. 1. Структурная схема системы и лопаточного аппарата
Fig. 1. Block diagram of system and blades unit of turbine
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последней исследуемой лопаткой РЛN в данной ступени 
лопаточного аппарата при вращении ротора турбины с 
частотой ν.

  Входная и выходная кромки РЛ требуют раздельной 
подсветки для обеспечения необходимого отношения 
сигнал/шум в обеих частях видеокадра, поэтому видео-
зонд содержит два импульсных источника оптического 
излучения 5 и 6. Контроль эрозионного износа РЛ про-
исходит на основании изменения величины хорды bi, 
которая определяется по координатам  точек входной и 
выходной кромок профиля лопатки в конкретном сече-
нии i. Вычисление величины хорды и оценка износа РЛ 
осуществляется  с помощью компьютера 4. Полученная 
информация хранится в базе в течение всего срока экс-
плуатации турбины.

Особенностью эндоскопирования лопаточного аппа-
рата паровых турбин является то, что видеозонд должен 
вводиться в межлопаточное пространство на величину 
Ri для последовательного контроля очередного сечения 
i, и при этом должен задаваться   угол поворота видео-
зонда γi с учетом угла наклона хорды αi. Угол γi, являю-
щийся углом между нормалью к плоскости осей лопа-
ток (ось OZ) и оптической осью видеокамеры, зависит 
от геометрии конкретного лопаточного аппарата и об-
условлен тем, что для обеспечения наблюдения всей 
хорды АС (рис. 2) в одном кадре необходимо, чтобы 
лучи от точки C выходной кромки контролируемой ло-
патки РЛ1 не экранировались поверхностью следующей 
лопатки РЛ2 и попадали во входной зрачок объектива 
диаметром D. Величина     угла поворота γi видеозонда в 
контролируемом сечении i в зависимости от конструк-
тивных параметров ЦНД должна иметь величину [8]:

	 γi = arctg  = arctg�  +  –  – ctgαi�,  	(1)

где si — величина смещения оптической оси видеока-
меры в плоскости осей лопаток для i-го контролируемо-
го сечения;  z0 —  расстояние от главной точки объектива 
видеокамеры до центра хорды в контролируемом сече-
нии РЛ;  Ri — расстояние от контролируемого сечения 
РЛ до оси ротора; bi — величина хорды в контроли-

руемом сечении; N — количество рабочих лопаток в 
исследуемой ступени ротора; αi — угол наклона хорды.

При изменении угла поворота γi выполним кор-
ректировку  времени запаздывания tо при захвате ви-
деокадров, которое зависит от линейного смещени я si 
центра хорды относительно оптической оси, а также от 
частоты вращения ротора ν:

	 to =  =  +  –  – . 	 (2)

Исследования показали [8, 9], что для реальных ге-
ометрических параметров РЛ наиболее сильно подвер-
женной износу последней ступени лопаточного ап-
парата ЦНД турбин большой единичной мощности 
существует такая  граничная величина радиуса Rb, при 
которой угол γi принимает значение [8 ]

	 γi = αi.	 (3)

Если Ri > Rb, то ось видеокамеры устанавливается 
 перпендикулярно хорде, и изображение хорды будет 
сформировано на матричном поле анализа, в то время 
как при Ri < Rb ось  видеокамеры невозможно устано-
вить перпендикулярно хорде, и плоскость изображения 
хорды Yʹ будет ориентирована под углом к матричному 
полю анализа YʹDIS, что приводит к расфокусировке 
изображения по краям хорды.

Найдем величину Rb из выражения (1) с учетом 
соотношения (3)

	 Rb = .

К  омпьютерное моделирование характеристик 
ОЭСРЛ с учетом параметров лопаточного аппарата 
К-1200 (1500 мм > Ri > 2500 мм; 250 мм > bi > 150 мм; 
25° > αi > 10°) показало, что если Ri < Rb, то угол пово-
рота видеозонда γi при эксплуатации может достигать 
19°, а  время запаздывания tо увеличивается до 0,18 с.

Если радиусы контролируемых сечений Ri > Rb, 
т о вычисление величины хорды bi осуществляется по 
величине ее изображения bʹi на матричном фотопри-
емнике с учетом фокусного расстояния объектива f и 
рассчитывается по формуле:

	 bi = (z0 – fcosαi)Bʹi/fcosαi, 	 (4)

в то время как для контролируемых сечений при Ri < Rb 
вычисление величины хорды bi  осуществляется по ве-
личине проекции Bʹi ее изображения bʹi на матричном 
фотоприемнике [8]:

bi = . 	 ( 5)

В ранее проведенных исследованиях [11] показа-
но, что уменьшение погрешности контроля возмож-
но на основе использования метода нахождения связ-
ной компоненты точек входной и выходной кромок 
по половине максимального уровня облученности в 

Рис. 2. Ход лучей в оптической схеме оптико-электронной 
системы контроля износа

Fig. 2. Ray diagram in the optical scheme of the video probe
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бинаризированном отображении РЛ Bʹi на мат ричном 
фотоприемнике. Однако в этом случае необходимо учи-
тывать пространственное распределение облученности 
на матричном фотоприемнике, которое и определяет 
предельную погрешность ОЭСРЛ.

Предельная погрешность определения  
величины хорды рабочих лопаток

Под предельной погрешностью ОЭСРЛ следует 
понимать такую погрешность, для которой единствен-
ным ее источником является шумовая погрешность 
определения координат гра ниц кромок РЛ в проекции 
изображения на матричном фотоприемнике [12].

При использовании алгоритма определения коор-
динат кромок по заданному уровню облученности их 
предельная погрешность определения координат про-
екций точек А′ и С′ изображений кромок РЛ зависит от 
размера пиксела, уровня внутренних шумов матрич-
ного фотоприемника, разрядности аналого-цифрового 
преобразователя (АЦП) и методов обработки кадров 
[13, 14].

Величина среднего квадратического отклонения 
(СКО) погрешности определения раз мера хорды на ма-
тричном приемнике оптического излучения (МПОИ — 
digital image sensor, DIS) δbi

DIS за висит от СКО погреш-
ностей δBi

DIS
A  и δBi

DIS
C  определения коо рдинат точек А 

и С кромок. Основываясь на выражении (5), а также 
отношении dbi

DIS/dBi
DIS
A , рас считаем погрешность опре-

деления координат точки А:

	 δbi
DIS
A  =  δBʹiDIS

A , 	 ( 6)

и дл я точки С кромки:

	 δbi
DIS
C  =  δBʹiDIS

C . 	 (7 )

Поскольку определение координат границ кромок 
происходит на едином матричном поле, то выполня-
ется равенство δBʹiDIS

A  = δBʹiDIS
C  = δBʹiDIS и сумма рная 

величина предельной погрешности определения вели-
чины хорды δbʹiDIS

Σ  расс матривается для расположения 
оптической оси видеокамеры согласно граничному 
условию (3). Определим суммарную величину пре-
дельной погрешности с учетом нормальности функции 
распределения составляющих δBʹiDIS

A  (6) и δBʹiDIS
C  (7):

δbi
DIS

Σ  =  δBʹiDIS.	 (8)

Из выражения (8) следует, что в процессе эксплу-
атации существенное влияние на погрешность δbi

DIS
Σ  

будут оказывать величина δBʹiDIS, которая обусловлена 
прежде всего отношением сигнал/шум и такими па-
раметрами, как расстояние от объектива до оси РЛ и 
фокусным расстоянием объектива.

В работах [15, 16] показано, что при разрядности 
АЦП равной 8, для наиболее распространенных ма-
тричных фотоприемников на основе КМОП-структур, 
СКО погрешности определения координат точек в ото-

бражении объектов зависят от отношения сигнал/шум 
[13, 17]. Отношение сигнал/шум в диапазоне значений 
200 ≥ μ ≥ 5 допустимо аппроксимировать выражением 
[18]:

	 δBʹiDIS = 0,9 p/μ, 	 (  9)

где р — размер пиксела матричного фотоприемника; 
μ — отношение сигнал/шум.

Выпол нено компьютерное моделирование оце-
нок предельной погрешности определения величины 
хорды РЛ пятой ступени лопаточного аппарата ЦНД 
турбины большой единичной мощности К-1200 при 
контроле хорды величиной b = 200 мм с расстояний 
z0 = 120 мм и z0 = 160 мм. Моделирование осуществле-
но при использовании видеокамеры на основе КМОП-
структур с размером пиксела матричного фотоприемни-
ка р = 2,25 мкм, частоте кадров равной 70, отношении 
сигнал/шум не менее 10 дБ, величине фокусного рас-
стояния объектива f = 4,5 мм и разрядности АЦП — 8.

Полученные результаты (рис. 3) показали, что оцен-
ки СКО определения координат точки А δbi

DIS
A  (кри-

вые 1 и 3) и точки С δbi
DIS
C  (кривые 2 и 4) кромок РЛ при 

Ri = 1750 мм с углом наклона хорды α = 20° отличаются 
на 35 %. Вместе с тем оценка СКО предельной погреш-
ности δbi

DIS
Σ  (кривые 5 и 6) не превышает 0,011 мм.

При увеличении Ri величина оценки СКО предель-
ной погрешности δbi

DIS
Σ  (кривые 5 и 6) изменяется не-

существенно (менее 1 %). Следовательно, для анализа 
погрешностей и выбора параметров системы в целом 

Рис. 3. Графики оценок предельной погрешности 
определения координат кромки А (кривые 1, 3) δbi

DIS
A  

и кромки С (кривые 2, 4) δbi
DIS

C  хорды рабочей лопатки, 
а также предельной погрешности определения величины 

хорды δbi
DIS

Σ  (кривые 5, 6) в зависимости от радиусов 
контролируемого сечения Ri для рассто яний z0 =120 мм 

(кривые 1, 2, 5) и z0 = 160 мм (кривые 3, 4, 6)
Fig. 3. Graphs of the limit error of determining coordinates of 

the edge A (lines 1, 3) δbi
DIS

A , of the edge C (lines 2, 4) δbi
DIS

C  of 
the chord of the RB, and of the error of determining the value 
of the chord as a whole δbi

DIS
Σ  (5, 6) vs. radii Ri of the section 

controlled and values of distances z0 = 120 mm (1, 2, 5)  
and z0 = 160 mm (3, 4, 6)
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можно руководствоваться формулой связи параметров 	
(4), а из выражения (8), и с учетом условия (3),  предель-
ную погрешность контроля величины хорды допустимо 
рассчитать с помощью выражения:

	 δbi
DIS

Σ  =  δBʹiDIS.	 (10 )

При проектном расчете характеристик ОЭСРЛ, с 
учетом выбранных параметров объектива видеока-
меры и матричного фотоприемника, выражение (10) 
позволяет находить предельную погрешность контроля 
величины хорды bi

DIS
Σ  для любого контролируемого 

сечения РЛ Ri при учете выражения (9), включающего 
и отношение сигнал/шум.

Методика выбора и расчета параметров 
видеозонда системы

Для достижения требуемой погрешности контроля 
величины хорды РЛ необходимо обеспечивать выбор и 
расчет геометрических параметров оптической системы 
(фокусное расстояние объектива, диаметр входного 
зрачка оптической системы, и др.), а также энергети-
ческих параметров источников оптического излучения, 
размера матричного поля фотоприемника lDIS, размера 
пиксела и времени экспозиции.

Предлагаемая методика выбора параметров элемен-
тов ОЭСРЛ и ОЭСРЛ в целом базируется на основе кри-
терия равенства влияния основных составляющих сум-
мар ной погрешности определения величины хорды δbi

Σ 
и содержит следующие этапы: выбор  разме ра площадки 
фотоприемника и фокусного расстояния объектива ви-
деокамеры; выбор  диаметра входного зрачка объектива 
и мощности источников излучения; выбор требуемого 
времени экспозиции tеxp матричного фотоприемника.

Этап 1. Выбор размера фотоприемной площадки 
и фокусного расстояния объектива видеокамеры. 
Фокусное расстояние объектива видеокамеры f явля-
ется одним из основных параметров, который, с одной 
стороны, обеспечивает в ОЭСРЛ требуемое поле зрения 
2βi, а с другой стороны — предельную погрешность 
контроля величины хорды δbi

DIS
Σ  (8).

Поскольку величина поля зрения обеспечивается 
фокусным расстоянием объектива f и размером фото-
п риемной площадки фотоприемника lDIS, то из рис. 2 
следует:

	 2βi
A = 2arctg .	 (11)

Для обеспечения требуемого диапазона контроля 
величины хорды (как правило, от 120 мм до 200 мм) из 
(8) и (11) для случая, когда Ri < Rb, определим величину 
фокусного расстояния:

	 f = ,

а когда Ri > Rb (γi = αi):

	 f = lDISz0/(bi + lDIS)cosαi.

Если задать равное влияние основных составляю-
щих погрешности на суммарную погрешность опре-
деления величины хорды δbi

Σ, то в зависимости от 
количества составляющих m, можно рассчитать допу-
стимую величину предельной погрешности:

	 δbi
DIS

Σ  = δbi
Σ/√m.

Для обеспечения требуемой величины суммарной 
погрешности контроля хорды δbi

Σ и с учетом предель-
ной погрешности определения величины хорды δbi

DIS
Σ , в 

соответствии с выражениями (10) и (9) для выбранного 
типа матричного фотоприемника, при Ri > Rb, рассчита-
ем искомое фокусное расстояние объектива:

	 f = .

На рис. 4 показаны результаты моделирования зави-
симостей требуемых фокусных расстояний объектива f 
от величин расстояний z0 для контролируемых сечений 
РЛ в ее корневой (кривые 1 и 3) (Ri = 1750 мм) и пери-
ферийной (кривые 2 и 4) (Ri = 2090 мм) частях.

Моделирование выполнялось при отношении 
сигнал/шум равном 5, размере пиксела матрично-
го фотоприемника — 2,25 мкм, размере матричного 
поля — 7,3 мм, количестве составляющих погрешно-
сти — 9 и требуемой погрешности контроля хорды у 
края РЛ – δbi

Σ = 0,1 мм.
На начальном этапе проектирования ОЭСРЛ все 

расчеты проведены для сечений, близких к корневым 
сечениям РЛ (кривые 1 и 3), так как для них угол накло-
на хорды и ее размеры максимальны. Из полученных 
графиков (рис. 4) следует, что необходимая величина 
фокусного расстояния объектива fopt (пересечение кри-
вых 1 и 3) равна 2,4 мм при расстоянии от объектива до 
оси РЛ равном z0opt = 106 мм.

Отметим, что при перемещении видеозонда к пе-
риферийным сечениям РЛ фокусное расстояние было 

Рис. 4. Графики т ребуемых фокусных расстояний объектива 
f видеокамеры для корневого (кривые 1, 3) и периферийного 

(кривые 2, 4) сечений i в зависимости от расстояний от 
объектива до рабочей лопатки

Fig. 4. Graphs of the required focal lengths f of the camera lens 
for the root section (1, 3) and for the peripheral section (2, 4) of 

RB distance from the lens to the RB axis
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увеличено до 2,6 мм (пересечение кривых 2 и 4). В этом 
случае допустимое расстояние от объектива до РЛ из-
менено до значения z0opt = 114 мм. При этом в ОЭСРЛ 
использован объектив с переменным фокусным рас-
стоянием, в противном случае необходимо допустить 
увеличение погрешности контроля хорды РЛ.

Этап 2. Выбор диаметра входного зрачка объек-
тива и мощности источников излучения. В ОЭСРЛ 
для реализации требуемых значений погрешности 
определения величины хорды РЛ δbi

Σ требуется обеспе-
чить отношение сигнал/шум μ, которое зависит от вели-
чины распределения облученности на фотоприемнике, 
физических параметров матричного фотоприемника и 
характеристик РЛ [13, 19].

При выборе матричного фотоприемника необходи-
мо учитывать инвариант Лагранжа–Гельмгольца, кото-
рый определяет взаимосвязь размера входного зрачка 
D, поля зрения объектива видеокамеры βоb, апертурного 
угла фотоприемника θDIS и размера фоточувствитель-
ной площадки lDIS [20]. Тогда размер входного зрачка 
D должен быть:

	 D ≤ (lDISsinθDIS)/2tgβob. 	 ( 12)

Из рис. 2 следует, что для возможных параметров αi, 
bi, z0 и при требуемых значениях γi (1) величина угла 
объектива имеет вид:

	 βоb = arctg .	 (13)

 Тогда из выражений (12) и (13) получим максималь-
но допустимое значение диаметра входного зрачка: 

	 D ≤ . 	 (14)

Для эффективной работы алгоритма обработки ка-
дров РЛ максимальная величина облученности EC в 
изображении наиболее удаленной точки С кромки РЛ 
на матричном фотоприемнике должна приближаться к 
уровню насыщения матричного фотоприемника Esat

DIS,  
но не превышать его [21–23]. При использовании ма-
тричного фотоприемника в различных оптико-элек-
тронных системах контроля применим соотношение 
[20]:

	 EʹC = 0,7Esat
DIS.	 (15)

В  качестве источников импульсной подсветки целе-
сообразно использовать полупроводниковые источники 
оптического излучения, у которых диаграмму излу-
чения можно аппроксимировать как ламбертовскую 
в пределах угла излучения θ1/2. Тогда из выражений 
(13)–(15) получим относительное отверстие объектива 
видеокамеры:

	  = ×

	 × , 	

(16)

гд е zi
C — расстояние от источника излучения до вы-

ходной кромки C РЛ; φi
C — угол между нормалью к 

поверхности РЛ в точке C кромки и падающим на него 
пучком оптического излучения (рис. 2); εi

C — угол 
между направлением луча и нормалью к кромке в точ-
ке С; K — коэффициент корректировки диаграммы 
излучения источников [20]; Pe — мощность излучения 
источника излучения; ρi

C — коэффициент диффузного 
отражения кромки РЛ; τ — ин тегральный коэффициент 
пропускания оптической системой отраженного излу-
чения от РЛ.

Анализ выражения (16) пок азал, что для возможных 
расстояний z0, параметров РЛ (αi, bi), угла поворота 
видеозонда γi, величины коэффициента диффузного 
отражения ρi

C и уровня насыщения матричного фото-
приемника Esat

DIS, относительное отверстие объектива 
D/f находится в пределах от 1/2 до 1/1.

Тогда из выражения (16) следует, что для величин 
D/f в указанном диапазоне, требуемый уровень мощно-
сти источников излучения Pe для подсветки выходной 
кромки в точке С определяется выражением:

Pe = .

Полученное выражение позволяет выбрать величи-
ну мощности источников излучения для обеспечения 
необходимой облученности РЛ.

Этап 3. Выбор времени экспозиции кадров. При 
валоповороте равномерное движение контролируемого 
сечения РЛ со скоростью VRi за время экспозиции tеxp 
вызывает смаз в изображении [24, 25]. Этот смаз при-
водит к увеличению размера цифрового отображения 
лопатки. С учетом несовпадения плоскостей изобра-
жения и фотоприемного матричного поля рассчитаем 
погрешность, вызванную смазом изображения:

	 δbi
smear = VRitexp/cos(αi – γi) = , 	 (17)

г де ν — частота вращения ротора при валоповороте в 
оборотах в секунду.

Из выражения (17) следует, что погрешность, вы-
званная смазом δbi

smear, пропорциональна радиусу кон-
тролируемого сечения и времени экспозиции.

Как отмечено на этапе 1, при равном влиянии всех 
составляющих погрешностей на суммарную погреш-
ность контроля величины хорды δbi

Σ, допустимую ве-
личину погрешности от смаза δbi

smear можно рассчитать 
по формуле: 

	 δbi
smear = δbi

Σ/√m. 	 (18)

В  этом случае из (17) и с учетом (18) определим 
требуемое время экспозиции texp на матричном фото-
приемнике:

	 texp = . 

Компьютерное моделирование ОЭСРЛ при часто-
те вращения ротора ν = 1 об/с, числе составляющих 
погрешности равном 9, требуемой суммарной погреш-
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ности δbi
Σ = 0,1 мм показало, что для радиусов контро-

лируемых сечений Ri в диапазоне от 1500 до 2500 мм 
требуемое время экспозиции texp изменяется в диапа-
зоне от 0,05 до 0,06 с, что в ОЭСРЛ обеспечивается 
регулировкой времени импульсной подсветки.

Экспериментальные исследования  
макета системы

Для подтверждения эффективности предложенной 
методики проведено экспериментальное исследование 
характеристик элементов образца ОЭСРЛ, сформиро-
ванной для применения на пятой ступени ЦНД парово й 
турбины К-1200-6.8/50. 

Образец ОЭСРЛ содержал: видеозонд, использую-
щий видеоэндоскоп Мегеон 33251 и имеющий разреше-
ние 640 × 480 пикселов; синхродатчик в виде датчика 
метки ODY A44A5-49N-25C2Ю с зеркальной меткой; 
источники импульсной подсветки, выполненные в виде 
светодиодов GNL-5053PGC, и компьютер, реализован-
ный на основе ноутбука Acer Nitro 5 AN515-54-52N7 
(Intel Core i5 9300H 2400 MHz). Целью экспериментов 
являлось исследование величины одного из основных 
параметров ОЭСРЛ — суммарной погрешности опреде-
ления величины хорды РЛ δbi

Σ при валоповороте ротора.
В макете лопаточного аппарата использова-

но 36 прототипов РЛ (рис. 5, a), напечатанных на 
3D-принтере Ultimaker 2 Extended и имеющих вели-
чину хорды bi =102,1 ± 0,1 мм. Прототипы РЛ были 
закреплены равномерно на валу 2, диаметром 200 мм, 
который устанавливался на автоматической угловой 
подвижке 3 Standa 8MRB240-152-59. Синхродатчик 4 
позволяет определять угловое положение вала 2 с по-
грешностью 12′.

Подвижка 3 обеспечивала стабильное вращение 
вала 2 со скоростью 4 об/мин, имитирующее режим 
валоповорота при равенстве линейной скорости точек 
поверхности РЛ1 с линейной скоростью точки поверх-

ности РЛ пятой ступени ЦНД паровой турбины К-1200 
при валоповороте. Расстояние от видеозонда 5, закре-
пленном на кронштейн 6, до РЛ1 составляло 70 мм, 
время экспозиции 0,014 с. Перед экспер иментами про-
водилась калибровка макета системы по определению 
масштабного коэффициента на основе измеренных 
контактными средствами величин хорд каждого из 
36 прототипов РЛ.

Оценка погрешности определения хорды с помо-
щью видеозонда производилась по каждой из 36 РЛ по 
10 сериям измерений. 

Анализ результатов эксперимента показал, что с 
учетом погрешности изготовления прототипа РЛ, не 
превышавшей 0,1 мм и отношении сигнал/шум не 
менее 10 дБ, оценка СКО погрешности контроля ве-
личины хорды δbi

Σ в статике составила 0,22 мм (кри-
вая 1), а в динамике — 0,26 мм (кривая 2) (рис. 5, b). 
Полученные результаты практически в три раза лучше, 
чем в ранее разработанной системе [8], что подтвержда-
ет эффективность применения предложенной методики 
выбора и расчета параметров системы.

Заключение

Показано, что предельная погрешность предложен-
ного метода контроля величин хорды рабочих  лопаток, 
основанного на нахождении координат их входной и 
выходной кромок для отношения сигнал/шум не менее 
10 дБ, составляет величину 0,011 мм и более чем на 
порядок превышает требования к суммарной погреш-
ности определения величины хорды, что доказывает 
возможности снижения погрешности контроля.

Разработана методика выбора параметров оптико-
электронных систем контроля величины хорды рабочих 
лопаток цилиндров низкого давления паровых турбин 
на закрытом цилиндре при валоповороте, основанная 
на равенстве влияния основных составляющих сум-
марной погрешности определения величины хорды 

Рис. 5. Установка для исследования погрешности измерения хорды рабочей лопатки в динамике (a) и оценки 
среднеквадратического отклонения погрешности определения величины хорды δbi

Σ для каждой рабочей лопатки в статике 
(кривая 1) и в динамике (кривая 2) (b)

Fig. 5. Model for the study of the RB chord value measurement error in dynamics (a), and estimated RMS of the chord value δbi
Σ 

determining error for each RB in statics — graph 1 and in dynamics — graph 2 (b)
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с учетом угла поворота видеозонда и расстояния до 
рабочей лопатки, которая содержит:
—	 выбор ф окусного расстояния объектива видеокаме-

ры, обеспечивающего требуемое поле зрения и пре-
дельную погрешность контроля величины хорды;

—	 выбор диаметра входного зрачка объектива и мощ-
ности источников излучения, необходимых для обе-
спечения требуемого уровня подсветки рабочих 
лопаток в зависимости от расстояния от источников 
излучения до входной и выходной кромок рабочих 
лопаток, угла наклона видеозонда, коэффициента 
диффузного рассеивания излучения кромками ра-
бочих лопаток и максимально допустимого уровня 
облученности на выбранном матричном фотопри-
емнике;

—	 выбор требуемого времени экспозиции матрично-
го фотоприемника, исходя из допустимой величи-

ны скоростного смаза в изображении рабочей ло-
патки. 
Экспери ментальные исследования макета, разра-

ботанного в соответствии с предложенной методикой, 
показали, что оценка среднеквадратического отклоне-
ния погрешности измерения хорды в статике составила 
0,22 мм, а в динамике — 0,26 мм, что лучше, чем в 
ранее разработанных системах, решающих постав-
ленную задачу. Полученные результаты подтвердили 
эффективность применения предложенной методики 
выбора и расчета параметров системы.

Разработанная методика, направленная на достиже-
ние требуемой точности контроля, может быть исполь-
зована разработчиками других оптико-электронных 
средств бесконтактного контроля линейных размеров 
деталей, ориентированных неперпендикулярно линии 
визирования.
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Аннотация
Введение. Представлены результаты исследования методов обработки оптико-электронных снимков земной 
поверхности. Показано применение фрактальных преобразований для решения задач автоматизированного и 
автоматического анализа изображений местности, обеспечивающих разделение природных и антропогенных 
объектов без использования машинного обучения. Анализ существующих работ показал отсутствие исследований, 
связывающих результат фрактального преобразования с качеством изображения, зарегистрированного в 
реальных условиях оптико-электронной съемки. Отсутствует обоснование выбора конкретного фрактального 
преобразования для прикладной обработки снимков, имеющих определенные типовые искажения. Целью 
данной работы явилось выявление зависимости отношения сигнал/шум фрактальной размерности от качества 
исходных изображений, определение типа фрактального преобразования, наиболее устойчивого к действию 
рассматриваемых негативных факторов. Методы. Определены методы фрактальных преобразований для 
тематической обработки изображений, к которым отнесены метод призм и дифференциальный метод подсчета 
кубов, представлено их описание. Для исследования выбранных методов использованы реальные снимки земной 
поверхности, моделирующие искаженные изображения местности. Рассмотрены искажения изображений, 
определяемые нестабильностью условий съемки и свойств оптико-электронного комплекса: расфокусировка, 
смаз и шум. В обобщенном виде представлены математические модели, используемые для их описания. 
Основные результаты. Изложена методика анализа отношения сигнал/шум фрактального преобразования, 
предполагающая обработку эталонного и искаженного изображений местности. Указаны аспекты моделирования 
искажений и показатели, характеризующие уровень искажения изображения. Для реализации эксперимента 
выбраны изображения местности, характеризующиеся различными сюжетами. Для каждого сюжета получены 
зависимости отношения сигнал/шум от показателей, характеризующих исследуемые искажения. Обсуждение. 
Путем оценивания отношения сигнал/шум выполнен анализ влияния искажающих факторов на формируемое 
поле фрактальной размерности. Результаты эксперимента подтвердили возможность использования фрактальных 
преобразований для тематической обработки искаженных оптико-электронных снимков. Показано, что 
зависимость отношения сигнал/шум от показателя искажения имеет выраженный нелинейный характер. 
Установлено, что для искажений типа расфокусировки и смаза более устойчивым является метод призм, а при 
наличии шумов — метод дифференциальных кубов. Для обработки снимков местности, представленной в 
основном изображениями лесной растительности, лучший результат показывает применение дифференциального 
метода подсчета кубов.
Ключевые слова
дистанционное зондирование, оптико-электронная съемка, изображение, смаз, расфокусировка, шум, 
фрактальное преобразование, отношение сигнал/шум
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Abstract
The results of a study of methods for processing optoelectronic images of the Earth’s surface are presented. The 
application of fractal transformations to solve the problems of automated and automatic analysis of terrain images, 
ensuring the separation of natural and anthropogenic objects without the use of machine learning, is shown. The 
analysis of existing works has shown the absence of studies linking the result of fractal transformation with the image 
quality recorded in real conditions of optoelectronic photography. There is no justification for choosing a specific 
fractal transformation for the applied processing of images with certain typical distortions. The purpose of this work 
was to identify the dependence of the signal-to-noise ratio of fractal dimension on the quality of the source images, 
to determine the type of fractal transformation that is most resistant to the effects of the considered negative factors. 
Methods of fractal transformations for thematic image processing are defined, which include the prism method and the 
differential cube counting method, and their description is presented. To study the selected methods, real images of the 
Earth’s surface were used, simulating distorted images of the terrain. Image distortions determined by the instability of 
shooting conditions and the properties of the optoelectronic complex are considered: defocusing, smudging and noise. 
The mathematical models used to describe them are summarized. A technique for analyzing the signal-to-noise ratio 
of fractal transformation is described, involving the processing of reference and distorted images of the terrain. The 
aspects of distortion modeling and indicators characterizing the level of image distortion are indicated. To implement 
the experiment, images of the area were selected characterized by various plots. For each plot, the dependences of the 
signal-to-noise ratio on the indicators characterizing the studied distortions are obtained. By estimating the signal-to-
noise ratio, the analysis of the influence of distorting factors on the fractal dimension field being formed was performed. 
The results of the experiment confirmed the possibility of using fractal transformations for thematic processing of 
distorted optoelectronic images. It is shown that the dependence of the signal-to-noise ratio on the distortion index has 
a pronounced nonlinear character. It is established that for distortions of the defocusing and smearing type, the prism 
method is more stable, and in the presence of noise, the differential cube method is more stable. For processing images 
of an area represented mainly by images of forest vegetation, the best result is shown by using the differential cube 
counting method.
Keywords
remote sensing, optoelectronic photography, image, blurring, defocusing, noise, fractal transformation, signal-to-noise 
ratio
For citation: Andrusenko A.S., Grigor’ev A.N., Korshunov D.S. Modeling and analysis of fractal transformation 
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Введение

В настоящее время существенным социально-
экономическим и научным значением характеризуется 
отрасль получения пространственных данных, значи-
мая доля которой представлена технологиями оптико-
электронной съемки Земли с орбитальных и воздушных 
носителей. Обработка получаемых таким путем изобра-
жений земной поверхности для решения прикладной 
задачи традиционно включает два ключевых этапа. 
Первый этап состоит из получения изображения, доста-
точно корректного в геометрическом и радиометриче-
ском отношениях. Второй этап — тематическая интер-
претация, выполняемая визуально-инструментальными, 
автоматизированными или автоматическими методами.

Методы автоматизированной и автоматической те-
матической обработки в основном базируются на опре-
деленном классе преобразований изображений или их 
сочетании. Среди известных классов преобразований в 
рамках области обработки изображений, полученных в 
результате оптико-электронной съемки Земли, практи-
ческий интерес представляют фрактальные преобразо-

вания [1]. Применимость фрактальной геометрии для 
описания изображений природных объектов доказана 
в известной работе [2]. Существующие прикладные 
исследования показывают целесообразность использо-
вания фрактальных преобразований при решении кон-
кретных задач анализа изображений местности [3–5]. 
При этом достижимость цели обработки демонстри-
руется на частных примерах без анализа зависимости 
отношения сигнал/шум результата преобразования, в 
качестве которого предлагается рассматривать фрак-
тальную размерность, от исходных изображений [6].  
В свою очередь оптико-электронная съемка выполняет-
ся в условиях, которые оказывают негативное влияние 
на качество регистрируемых изображений и не могут 
быть в достаточной степени устранены или компен-
сированы. В частности, такие условия определяются 
нестабильностью передаточной характеристики опти-
ко-электронной системы, вибрацией ее конструкции, 
движением несущей платформы. Кроме того, съемка 
может выполняться в разные моменты светового дня, 
в течение которого существенно изменяется освещен-
ность поверхности Земли. Негативное влияние прояв-
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ляется путем возникновения искажений изображений: 
расфокусировки и смаза, которые наблюдаются в виде 
направленного размытия, возникающего в результате 
движения сцены относительно регистрирующей систе-
мы в процессе оптико-электронной съемки [7]. В насто-
ящей работе рассматривается вариант равномерного 
поступательного движения изображения. Также умень-
шение облученности поверхности при совместном или 
независимом действии факторов: малой угловой высо-
ты Солнца и выраженного рельефа местности, вызыва-
ет усиление шума при регистрации изображения. Таким 
образом, при использовании методов тематической об-
работки, основанных на преобразовании изображения, 
необходимо располагать знаниями о чувствительности 
результата преобразования от исходного изображения, 
выраженном в отношении сигнал/шум [8].

В силу этого тематика настоящего исследования, по-
священного анализу отношения сигнал/шум фракталь-
ных преобразований от показателей, характеризующих 
действие негативных факторов регистрации исходного 
изображения, является актуальной. Цель исследования 
состоит в выявлении зависимости отношения сигнал/
шум фрактальной размерности от качества исходных 
изображений, с определением типа фрактального пре-
образования, устойчивого к действию рассматриваемых 
негативных факторов. Для достижения указанной цели 
требуется решить следующие основные задачи: выбор 
фрактальных преобразований, применимых для тема-
тической обработки изображений поверхности Земли; 
выбор моделей негативных факторов, вызывающих 
искажение изображений; разработка методики иссле-
дования и выполнение эксперимента с последующим 
анализом полученных данных.

Фрактальные преобразования  
для тематической обработки изображений

Существует перечень преобразований для получе-
ния фрактальной размерности по оптико-электронным 
изображениям с различной пространственной струк-
турой. Для фрактального анализа изображений, полу-
ченных в результате оптико-электронной съемки Земли 
с орбитальных и воздушных носителей, применимы 
преобразования, обеспечивающие расчет фрактальной 
размерности D на основе значения яркостей цифрового 
растрового изображения, которая количественно учиты-
вает характер природных пространственных структур 
(«шероховатости», «пустоты» и т. п.). Как показал ана-
лиз существующих работ по соответствующей темати-
ке, такие преобразования выполняются, в частности, с 
использованием метода призм [9] и дифференциального 
метода подсчета кубов [10]. Описание и оценка методов 
представлены в работах [1, 11, 12]. 

В работе [9] метод призм предложен для вычисле-
ния фрактальной размерности  по изображениям мест-
ности. Согласно методу, по изображению перемещается 
окно размерностью [ε × ε], где ε — линейный размер 
окна в пикселах с шагом в один пиксел. Скользящее 
окно разбивается на четыре треугольника и для расчета 
этих треугольников определяются значения яркости 
угловых и центрального пикселов. По  формуле Герона 

[13] вычислены площади данных треугольников, сфор-
мированных соответствующими отсчетами яркости. 
Суммарная площадь всех четырех пространственных 
треугольников Sε, формирующих фрактальную поверх-
ность, будет больше или равна евклидовой площади 
скользящего окна. Окно размерностью [ε × ε] разбито 
на n-ое количество субокон [εm × εm] и для каждого из 

них найдено значение Sεm
i , а затем общее — Sεm = ∑

n

i=1
Sεm

i .

Методом наименьших квадратов вычислен угловой 
коэффициент k зависимости lgSε от lgε.

Фрактальная размерность D в методе призм найдена 
на основании следующего соотношения:

	 Sε ∝ ε2–D, D = 2 – k.

Проходя скользящим окном по всему исследуемому 
оптико-электронному снимку получим поле фракталь-
ной размерности (ПФР), процесс формирования кото-
рого представлен в работе [14]. 

Дифференциальный метод кубов [9, 15] реализо-
ван следующим образом [1]. В скользящем окне — в 
виде куба размером ε × ε × I, где I — максимальн ое 
значение яркости пиксела. Основание скользяще-
го окна разбито на равномерную сетку с выбранным 
размером ребра δ, при этом выполнено соотношение 
ε/2 ≥ δ > 1. На основании каждого такого квадрата по-
строим столбец ячеек, имеющих форму параллелепипе-
да размером δ × δ × δʹ. Общее число ячеек, содержащих 
не менее одного пиксела изображения поверхности, 
обозначим N(δ). δʹ можно вычислить из уравнения  
I/δʹ = ε/δ . Пусть минимальные и максимальные значения 
яркости в (i, j)‑ом узле сетки равны gmin и gmax соответ-
ственно. Тогда для каждой ячейки определим параметр  

nδ(i, j) =  –  + 1, обозначающий ее долю в общем 

объеме N(δ). Суммируя параметры по всем узлам сетки 
в скользящем окне, найдем одно значение на регресси-
онной кривой при заданном значении размера ячейки: 

	 N(δ) = ∑
i,j

nδ(i, j).

Используя численный алгоритм вычисления, по-
строим зависимость измеренных значений числа кубов 
N(δ) от значений ребра δ в двойном логарифмическом 
масштабе. Методом наименьших квадратов вычислим 
угловой коэффициент k зависимости lg(N(δ) от lgδ. 

Фрактальная размерность D в дифференциальном 
методе кубов определяется на основе полученного ко-
эффициента наклона как:

	 N(δ) ∝ δ–D, D = –k.

Независимо от используемого метода значение D 
вычисляется в скользящем окне, и полученное значение 
ставится в соответствие одному пикселу изображения. 
В силу этого при обработке исходного изображения в 
окрестности его границ необходим учет краевых эффек-
тов [14]. Получаемые значения D зависят от выбранно-
го размера скользящего окна и шага сканирования. 
Для определения указанных параметров сканирования 
изображения используются результаты работы [11].

Моделирование и анализ фрактального преобразования искаженных снимков земной поверхности...



Научно-технический вестник информационных технологий, механики и оптики, 2024, том 24, № 2 
Scientific and Technical Journal of Information Technologies, Mechanics and Optics, 2024, vol. 24, no 2� 185

В настоящей работе для отработки реализации 
методов фрактальных преобразований и проведения 
экспериментов использован набор из 50 тестовых изо-
бражений — фрагменты реальных снимков высокого 
пространственного разрешения. Данные получены U.S. 
Geological Survey (USGS) от компании GeoEye с ис-
пользованием космического аппарата OrbView-3 и огра-
ничены периодом с сентября 2003 по март 2007 года1. 

Фрагменты имеют размер 1024 × 1024 пикселов, 
содержат изображения разных природно-техногенных 
комплексов и приведены по степени проявления ан-
тропогенных объектов. Результат построения ПФР с 
использованием метода призм и дифференциального 

1 Архив космических снимков космического аппарата 
OrbView-3, полученные USGS от компании GeoEye, ограни-
ченные периодом сентябрь 2003 — март 2007.

метода подсчета кубов представлен в табл. 1. При реа-
лизации метода призм использован размер сканирую-
щего окна 15 × 15 пикселов, дифференциального мето-
да подсчета кубов — 16 × 16 пикселов, выбор размера 
сканирующего окна основан на работе [16]. Значения 
фрактальной размерности соответствуют диапазону 
яркостей.

Модели искажений изображений при оптико-
электронной съемке поверхности Земли

В рамках исследования рассмотрены следующие 
виды искажений, которые характерны для оптико-
электронной съемки, выполняемой средствами дис-
танционного зондирования Земли: расфокусировка, 
смаз и воздействие на изображение шума. Принято 
допущение, что оптико-электронная система форми-

Таблица 1. Исходные изображения и результаты фрактального преобразования
Table 1. Source images and fractal transformation

Тип сюжета Обзорное панхроматическое 
изображение

Поле фрактальной размерности

по методу призм по дифференциальному методу 
подсчета кубов

Городская застройка

Сельская местность

Лесная местность

Примечание. Сопоставление диапазона яркости со значениями полей фрактальной размерности:

Значение ПФР 2,0 2,1 2,2 2,3 2,4 2,5 2,6 2,7 2,8 2,9 3

А.С. Андрусенко, А.Н. Григорьев, Д.С. Коршунов
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рования изображения является линейной трансляци-
онно-инвариантной искажающей системой. В силу 
этого искажающее воздействие может быть описано 
в пространственной области как свертка искажающей 
функции h(s, t) с изображением 

	 f(x, y), x ∈ [0, (N – 1)], y ∈ [0, (M – 1)],

где s — координата характеристики в горизонтальном 
направлении вдоль оси x; s ∈ [–n/2, n/2]; t — координата 
характеристики в вертикальном направлении вдоль оси 
y, t ∈ [–m/2, m/2]:

	 g(x, y) = h(x, y)*f(x, y) + n(x, y),

где g(x, y) — результат моделирования искаженного 
изображения; n(x, y) — вносимый системой случайный 
аддитивный шум; * — обозначение операции свертки в 
пространственной области.

Ядро искажающей функции для расфокусировки 
изображения смоделировано гауссовой функцией рас-
сеяния точки:

	h(s, t) = k 

	h11	 …	 h1s

	 ⋮	 ⋮	 ⋮

	ht1	 …	 hts

 , hts =  exp�–   �,

где   σ — среднеквадратичное   отклонение;   k =  

= 1/� ∑
m/2

t=–m/2
  ∑

n/2

s=–n/2
h(s, t)� — нормирующий коэффициент;  

m = n — размер искажающего фильтра в заданных 
пределах.

Моделирование смазанного изображения основано 
на описании равномерного поступательного движения 
изображения сцены относительно регистрирующей 
системы в процессе оптико-электронной съемки [7]. 
Ядро искажающего фильтра при одномерном смазе 
опишем выражением:

	 h(s) = [h1, …, hs], 

где hs = 1, n — размер искажающего фильтра в пиксе-
лах.

Факторы возникновения шума в оптико-электрон-
ных системах регистрации изображений имеют раз-
личную природу [17]. В настоящей работе использова-
на модель гауссового шума, который характеризуется 
двумя параметрами — математическим ожиданием μ и 
дисперсией σ. В качестве допущения примем, что такой 
шум является аддитивным, не коррелирует с изображе-
нием и не зависит от координат пиксела.

Функция плотности распределения вероятностей 
гауссовой случайной величины z зададим выражением:

	 p(z) =  exp� �,

где z — случайная величина с функцией распределения 
вероятностей по Гауссу:

	 z = μ + √σln(1 – ω),

где ω — генератор случайных чисел с равномерным 
распределением в интервале (0, 1).

Искаженные изображения, смоделированные с ис-
пользованием описанного математического аппарата, 
представлены на рис. 1.

Анализ фрактального преобразования 
искаженных снимков земной поверхности

В обобщенном виде содержание методики, в соот-
ветствии с которой проведен эксперимент, представле-
но на рис. 2. В качестве исходных изображений мест-
ности использованы фрагменты снимков, описанных 
в табл. 1.

Для получения трех наборов искаженных изображе-
ний к исходным снимкам по отдельности применены 
функции, описывающие расфокусировку, смаз и шум. 
Для создания наборов изображений с расфокусировкой 
и смазом изменен размер ядра искажающего фильтра: 
от 3 до 29 пикселов p с шагом в 2 пиксела. Набор изо-
бражений, искаженных аддитивным шумом, сформи-
рован путем изменения значения дисперсии σ в модели 
шума от 0,1 до 1,0 с шагом 0,1 при значении математи-
ческого ожидания μ = 0. По исходным и искаженным 
изображениям с использованием рассмотренных фрак-

Рис. 1. Примеры изображений для городской застройки: исходное (a); расфокусированное (b); смазанное (c); искаженное шумом (d). 
Размер изображений 1024 × 1024 пикселов

Fig. 1. Examples of images: the original image (a); defocused image (b); motion-blurred image (c); image distorted by noise (d).
The size of the images is 1024 × 1024 pixels

Моделирование и анализ фрактального преобразования искаженных снимков земной поверхности...
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тальных преобразований получены соответствующие 
ПФР. Для количественного оценивания величины ис-
кажения ПФР, сформированных по обработанным изо-
бражениям, использован показатель отношения сигнал/
шум (SNR), рассчитываемый по следующей формуле:

	 SNR = 10log10  .

Рис. 2. Схема методики исследования влияния искажающих факторов на поле фрактальной размерности
Fig. 2. Scheme of the methodology for studying the influence of distorting factors on the fractal dimension field

Таблица 2. Результаты эксперимента по анализу качества полей фрактальной размерности
Table 2. Results of an experiment to analyze the quality of a fractal dimension field

Тип  
искажения Исходные изображения сюжетов ПФР, сформированное методом 

призм

ПФР, сформированное  
дифференциальным методом 

подсчета кубов

Cмаз

Расфоку сировка

Шум

Примечание. Изображения сюжетов:  городская застройка;  сельская местность;  лесная местность.
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Результаты расчета сигнал/шум в виде графиков 
зависимостей от параметра искажения представлены 
в табл. 2.

Ухудшение качества результата ПФР соответствует 
уменьшению значения сигнал/шум. Вид полученных 
зависимостей показывает, что сигнал/шум результата 
ПФР, выполненного с использованием дифференци-
ального метода подсчета кубов, в общем, менее чув-
ствителен к искажению исходного изображения лес-
ной местности. Кроме того, существует связь качества 
результата преобразования с особенностями изобра-
женного сюжета (табл. 1). В основном наблюдается 
монотонное ухудшение качества результата ПФР при 
увеличении уровня искажения. Такая тенденция в пол-
ной мере проявляется при использовании метода призм 
для изображений со всеми типами рассматриваемых 
сюжетов. При этом отдельные особенности для разных 
сюжетов проявляются при использовании дифференци-
ального метода подсчета кубов:
—	 в результате обработки изображений с сюжетом 

«Городская застройка» имеет место монотонное 
ухудшение значения сигнал/шум при увеличении 
уровня всех типов искажений;

—	 по результатам обработки изображений с сюжетом 
«Лесная местность», искаженных смазом, с уве-
личением уровня искажения от минимального до 
определенного значения наблюдается ухудшение 
значения сигнал/шум, однако ПФР, сформированное 

дифференциальным методом подсчета кубов, пока-
зывает лучшую устойчивость к смазу по отношению 
к ПФР, сформированному методом призм;

—	 вид зависимостей, полученных после обработки изо-
бражений со случайным шумом со всеми сюжетами, 
показывает, что с увеличением уровня искажения сиг-
нал/шум убывает на небольшом диапазоне значений.

Заключение

Таким образом, результаты выполненного иссле-
дования показывают, что фрактальные преобразова-
ния, которые применимы для обработки изображений 
местности, обеспечивают разный по качеству результат 
при обработке искаженных изображений. Получение 
более качественного поля фрактальной размерности 
обеспечивает метод призм при работе с набором изо-
бражений сюжетов: «Городская застройка» и «Сельская 
местность». Для обработки поверхности, близкой к 
«Лесной местности», лучший результат показывает 
дифференциальный метод подсчета кубов.

Анализ экспериментальных данных, полученных 
путем обработки реальных изображений и смоделиро-
ванных на их основе искаженных изображений, позво-
лил выявить метод, устойчивый к возникающим иска-
жениям на оптико-электронных снимках, и выявить 
особенности при обработке различной подстилающей 
поверхности.
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Abstract
Modern neural network technologies are actively used for Unmanned Aerial Vehicles (UAVs). Convolutional Neural 
Networks (CNN), are mostly used for object detection, classification, and tracking tasks, for example, for such objects 
as fires, deforestations, buildings, cars, or people. However, to improve effectiveness of CNNs it is necessary to perform 
their fine-tuning on new flight data periodically. Such training data should be labeled, which increases total CNN fine-
tuning time. Nowadays, the common approach to decrease labeling time is to apply auto-labeling and labeled objects 
tracking. These approaches are not effective enough for labeling of 8 hours’ huge aerial sensed datasets that are common 
for long-endurance USVs. Thus, reducing data labeling time is an actual task nowadays. In this research, we propose a 
fast aerial data labeling pipeline especially for videos gathered by long-endurance UAVs cameras. The standard labeling 
pipeline was supplemented with several steps such as overlapped frames pruning, final labeling spreading over video 
frames. The other additional step is to calculate a Potential Information Value (PIV) for each frame as a cumulative 
estimation of frame anomality, frame quality, and auto-detected objects. Calculated PIVs are used than to sort out 
frames. As a result, an operator who labels video gets informative frames at the very beginning of the labeling process. 
The effectiveness of proposed approach was estimated on collected datasets of aerial sensed videos obtained by long-
endurance UAVs. It was shown that it is possible to decrease labeling time by 50 % in average in comparison with other 
modern labeling tools. The percentage of average number of labeled objects was 80 %, with them being labeled for 
40 % of total pre-ranged frames. Proposed approach allows us to decrease labeling time for a new long-endurance flight 
video data significantly. This makes it possible to speed up neural network fine-tuning process. As a result, it became 
possible to label new data during the inter-flight time that usually takes about two or three hours and is too short for other 
labeling instruments. Proposed approach is recommended to decrease UAVs operators working time and labeled dataset 
creating time that could positively influence on the time necessary for the fine-tuning a new effective CNN models.
Keywords
fast labeling pipeline, FLP, unmanned aerial vehicle, UAVs, long-endurance UAVs, adversarial attack, frames potential 
information value, PIV
For citation: Fedulin A.M., Voloshina N.V. Fast labeling pipeline approach for a huge aerial sensed dataset. Scientific 
and Technical Journal of Information Technologies, Mechanics and Optics, 2024, vol. 24, no. 2, pp. 190–197. doi: 
10.17586/2226-1494-2024-24-2-190-197
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Аннотация
Введение. Современные нейросетевые технологии активно применяются для беспилотных летательных 
аппаратов. Для решения задач детектирования, классификации и сопровождения объектов, расположенных 
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на поверхности Земли, используются сверточные нейронные сети. Для повышения эффективности работы 
сверточных нейронных сетей требуется периодическое дообучение применяемых моделей нейронных сетей на 
вновь поступающих полетных данных. Такие обучающие данные необходимо дополнительно размечать. Это 
приводит к увеличению общего времени подготовки дообученной модели нейронной сети. Задача сокращения 
времени разметки чаще всего решается путем применения процедуры авторазметки и трекинга размеченных 
объектов. Однако существующие подходы не являются эффективными при разметке сверхбольших данных 
аэросъемки со стандартной для беспилотных летательных аппаратов большой продолжительностью полета 
(более 8 ч). Таким образом, задача поиска дополнительных способов сокращения времени разметки является 
актуальной. В данной работе предложен способ быстрой разметки данных аэросъемки, собранных с видеокамер 
в процессе полетов беспилотных летательных аппаратов. Метод. Стандартная процедура разметки дополнена 
прореживанием сильно перекрывающихся кадров в сочетании с последующим переносом результирующей 
разметки на все кадры размечаемого видео. Для каждого оставшегося после прореживания кадра вычисляется 
значение его потенциальной информативности (Potential Information Value, PIV), как совокупная оценка 
аномалий кадра, его качества и количества автоматически детектированных объектов. Полученные 
значения PIV используются для ранжирования кадров по уровню значимости. Таким образом, оператору 
беспилотного летательного аппарата предоставляются в начале процедуры разметки наиболее значимые 
кадры. Основные результаты. Экспериментальное исследование эффективности предложенного подхода 
выполнено на подготовленных наборах данных аэросъемки, полученных с беспилотного летательного аппарата 
с продолжительностью съемки не менее 8 ч. Показано, что время разметки может быть уменьшено в среднем на 
50 % относительно применения существующих программных средств. При этом первые 40 % отсортированных 
кадров содержат 80 % размеченных объектов. Обсуждение. Предложенный способ позволяет существенно 
уменьшить итоговое время разметки вновь поступающих полетных видеоданных для дальнейшего дообучения 
модели сверточных нейронных сетей. Это позволяет провести разметку непосредственно в межполетный 
интервал времени, составляющий в среднем 2–3 ч. Предлагаемый подход может быть применен для уменьшения 
загрузки операторов беспилотного летательного аппарата.  
Ключевые слова
способ быстрой разметки, беспилотный летательный аппарат, БПЛА, продолжительность полета БПЛА, 
состязательные атаки, величина потенциальной информативности кадра, PIV
Ссылка для цитирования: Федулин А.М., Волошина Н.В. Способ быстрой разметки сверхбольших данных 
аэросъемки // Научно-технический вестник информационных технологий, механики  и оптики. 2024. Т. 24, № 2. 
С. 190–197 (на англ. яз.). doi: 10.17586/2226-1494-2024-24-2-190-197

Introduction

Latest achievements in the object detection algorithms 
[1] relying on the Deep Neural Network (DNN) machine 
learning methods, such as Faster R-CNN [2–4], SSD [5], 
U-Net [6], YOLOv2 [7, 8], YOLOv3 [9], YOLOv51, and 
YOLOv7 [10], have contributed to a rapid development of 
the on-board High-Performance Intellectual Computing 
Systems (B-HPICS) for Unmann ed Aerial Vehicles 
(UAV) capable to process data streams from sensors using 
DNN explicitly in-flight. Despite B-HPICS are always 
less powerful than ground ones, their on-board location 
provides a number of great advantages such as:
—	 Usage of the original data input instead of compressed 

one is often more confident;
—	 Sensor auto-control allows to scan area much faster and 

achieve higher search performance than manual one 
(Fig. 1);

—	 Sensor auto-control mode allows to remove significant 
part of the routine workload from UAV’s operators [11].
State-of-art UAVs equipped with B-HPICS [12] were 

designed as long-endurance UAVs to handle in real time 
radar station signals and infrared and optoelectronic camera 
video streams data allowing detecting and recognizing 
objects of the interest with the high accuracy. Such long-
endurance UAVs are usually equipped with both high-
quality sensors and powerful B-HPICS; thus, they may 
become a real competitor over conventional aerial sensing 

1 Available at: https://zenodo.org/records/4679653 (accessed: 
15.01.2024).

solutions, such as manned aircrafts, Earth remote sensing 
satellites, and drones especially amidst huge areas [13]. 
B-HPICS should be flexible for the environmental changes 
and capable for self-improvement of its DNNs by training 
and fine-tuning processes on the new datasets collected 
and prepared explicitly from the recent flights. This task is 
still relevant for modern Convolutional Neural Networks 
(CNN) used by long-endurance UAVs.

Problem Statement

There have been developed several effective 
technologies [14–16] of the so called “few shot learning” to 
improve already trained CNN model by a small number of 
labeled images on which unrecognized objects of previous 
CNN model has been labeled. But there exists an open 
problem for such approach: how to label aerial sensed 
video (huge dataset of a million significantly overlapped 
frames) in a short inter-flight service time. Moreover, this 
operation should be usually done by UAVs’ operator on-site 
where there is neither high computer power no enough stuff 
available. The time line of such process is shown in Fig. 2.

Nowadays there exist labeling frameworks like 
SuperAnnotate (Fig. 32), CVAT, V7 Darwin, and VGG 
Image Annotation [17] featured such powerful automation 
tools as auto-contour tool, automatic object classification, 
frames sampling and others.

2 SuperAnnotate labelling softwire observation on pipelines 
for AI website. Available at: https://humansintheloop.org/tools-
we-love-vol-3-superannotate (accessed: 15.01.2024).
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Our experiments showed that all these tools are usually 
failed to process 8 hours video in a 2–3 hours of inter-
flight service time. Thus, our goal was to create a fast 
labeling automation pipeline that allows operator to identify 

and annotate as much as possible objects of interest in an 
aerial sensed video with a computing power limit up to 
10 TFlops involving only one operator in a required inter-
flight service time limitation.

Fig. 1. Sensor control schemas: ground data processing with manual sensor control (a), on-board data processing by B-HPICS with 
sensor auto-control (b)

Fig. 2. Time line of flight cycle

Fig. 3. An example of SuperAnnotate user interface
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Proposed approach

As long as there is not enough time to process all long-
duration aerial video in a short inter-flight service time, 
we propose several automated processes. One is to yield 
frames for labeling not in the sequential order but by its 
informativity metric defined as Potential Information Value 
(PIV). PIV should demonstrate not only visual quality of 
the frame, but if there are any objects of interest and some 
animalities and how many of them are in the frame at the 
same time. These parameters were chosen as the most 
important video frame characteristics for labeling process. 

Thus, the PIV of a frame is defined as a combination of 
three parameters that we named as: image quality (IQ), the 
number of auto-detected objects (DO), and the number of 
found anomalies (AN) (frames zones with potential objects 
of interest):

	 PIVi = F(ANi, DOi, IQi),	 (1)

where ANi, DOi, IQi are corresponding coefficients that 
are calculated for current frame and i — index of current 
video frame that should be analyzed and labeled. F is a 
function with corresponding parameters that combine them 
to represent informativeness of the frame.

The main hypothesis is that the more is the value of  
of the frame the more is probability that it contains the 
objects of interest that should be labeled and are able to 
be noticed and recognized by the operator. Thus, if the 
hypothesis is true, it allows to review just 30–40 % of the 
most informative frames to be label a significant number 
of objects of interest. 

Besides of frames ranging by PIV and state-of-art 
labeling automation we also propose another two features 
to be included in the standard labeling pipeline:

1)	 to use auto-spreading of labeling results because aerial 
sensed video often contains significantly overlapped 
frames;

2)	 to sample video dynamically by dense optical flow 
threshold exceedance instead of fixed time interval.
In addition, it is proposed to use image modification 

detection step at the beginning of the labeling process to 
make labeled data more reliable with aspect of information 
security. Thus, resulting training, fine-turning processes, 
and CNN models could become more stable to adversarial 
attacks [18, 19] that make all labeling process more safe 
and secure.

In accordance with proposed hypothesis, the typical 
labeling pipeline have been modified. The proposed Fast 
Labeling Pipeline (FLP) is represented in Fig. 4.

The proposed new labeling pipeline steps are marked 
with gray color in Fig. 4.

Potential information value

When realizing FLP it is necessary to calculate the  (1). 
In our research we propose to calculate it according the 
equation:
	 PIV = 1/2CIQ(CAN + CDO),

where CIQ — image quality coefficient, CIQ ∈ [0, 1]; 
CAN — anomality coefficient is calculated as:

	 CAN = AN/ANall, CAN ∈ [0, 1],

where AN — number of anomalies that were found on 
current frame; ANall — number of anomalies that were 
found on all frames; CDO — meaningfulness coefficient is 
calculated as:

	 CDO = DO/DOall, CDO ∈ [0, 1],

  Fig. 4. Proposed fast labeling pipeline
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where DO — number of objects that were detected by the 
current pretrained model of СNN; DOall — number of 
objects that were detected by the current pretrained model 
of СNN on all frames of video.

In our approach all coefficients should be defined in 
a way that the higher is its value the better is the frame 
informativeness. In this case the higher is frames PIV the 
more informative is the frame.

For the CIQ we propose to calculate its value as a 
complex quality coefficient according to the equation:

	 CIQ = F1(N, H, Sh), 	 (2)

where F1 is a function with corresponding parameters that 
combine them to represent frame quality. It was proposed 
to define such quality parameters as: N — complex frame 
noisiness parameter, H — complex frame histogram quality 
parameter, Sh — complex frame sharpness parameter. 
Complex frame noisiness parameter should show how 
noisy is a frame because it is well known that the higher is 
frame noise the harder to detect any object in it. Complex 
frame histogram parameter should show how close is frame 
histogram to the normal one. That means that it should not 
contain many peaks or be concentrated in local part of all 
histogram. Complex frame sharpness parameter should 
show if it contains abnormal sharpen elements.

In addition, a CIQ value of each frame could be 
transformed from quantitative to qualitative form to be 
shown for an operator who labels frames of a flight video 
to make it easier to understand if it has good quality or not. 

Experimental part

The proposed fast labeling pipeline was implemented 
as a cloud-based web-service featuring GPGPU support for 
fast performance of image processing operations. 

During the experiment, there used several pretrained 
neural networks: YOL Ov7 [20] with predefined classifier 
for an object detection and classification, Wid eResnet-50 
[21] as an anomality detector, and  FlowNet2S [22] as an 
optical flow definer.

To calculate quality coefficient CIQ (2) we choose 
following approaches to define quality parameters. 
Complex frame noisiness parameter N is obtained by 
analyzing results of smoothing filters such as Gaussian, 
Wiener, mean, and median filters with 3 × 3 filtering 
windows size in combination with analysis of one- and 
two-dimensional Fourier spectrum in an aspect of higher 
spectrum coefficients. The mean square distortion of 
elements was taken to estimate noisiness. Complex frame 
histogram quality parameter H is obtained by analyzing 
average offset of normalized brightness, average offset of 
normalized contrast, and histogram density. Complex frame 
sharpness parameter Sh is obtained based on analyzes of 
both Gaussian and Laplacian filters output with a frame as 
an input of the first one.

In our realization the OpenCV libraries1 were used to 
implement all applied filters and transforms. 

1 OpenCv website. Available at: https://opencv.org/home/ 
(accessed: 15.01.2024).

Thus, in proposed method the frame quality is 
calculated as quality coefficient CIQ:

	 CIQ = ∏
3

i=1
SigmCi

, 	 (3)  

where Ci — quality parameter, C1 — frame histogram 
quality parameter (equal to H in (2)), C2 — frame sharpness 
parameter (equal to Sh in (2)), C3 — frame noisiness 
parameter (equal to N in (2)), and SigmCi

 is a quality 
parameters weighted coefficient that is calculated for each 
corresponding quality parameter Ci:

	 SigmCi
 = 1 – , k = √26/25 .

This quality parameter weighted coefficients SigmCi
 

are proposed to balance influence of low values of quality 
parameters in nonlinear way. So that value of quality 
coefficient CIQ strongly drops down if any of quality 
parameters Ci become extremely low.

The frame quality is estimated by the resulting value of 
CIQ ∈ [0, 1] (3). For better visualization (Fig. 5, b) in our 
experiment the transformation thresholds were expertly 
defined as: 

	 CIQ ≥ 0.55 — good quality,

	 0.3 ≤ CIQ < 0.55 — medium quality,

	 CIQ < 0.3 — low quality.

The examples of proposed fast labeling pipeline results 
are shown in Fig. 5 and Fig. 6. 

Fig. 5 and Fig. 6 show that the operator is provided 
with the most informative frames and its parameters at 
the very beginning of labeling process. Auto-labeling 
process matches existing anomalies is they are proper for 
predefined classifier. Additional parameters of the auto-
labeling results are also shown for the operator to check 
labeling correctness and to find and label unlabeled objects 
of interest in much shorter time. 

For the experimental part there was chosen six types 
of 8-hour FullHD aerial sensed video in a day time 
over countryside area. Total number of objects lays in 
a range from 5 to 100. The number of object classes is 
3 (3 types of vehicles). One of the testing videos has 
low quality (smoothed view with a block structure on 
it). There are videos that have concentration of objects 
of interest at a short part of the video (at the beginning 
or end or somewhere in the middle) and the others have 
approximately uniform distribution of objects over the 
video frames. Three experienced specialists of labeling took 
part in the experiment.

Experimental results are shown in Fig. 7. It shows 
dependence between the average percentage of labeled objects 
Nobj and the average percentage of labeled video frames Nfr. 

Graphics in Fig. 7 show that with proposed Fast 
Labeling Pipeline (FLP) 80 % of objects are labeled in 
40 % of first pre-ranged frames in average in comparison 
with CVAT [23]. It was shown experimentally that 

https://opencv.org/home/ 
https://opencv.org/home/ 
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resulting labeling time become 50 % less in average due 
to the applied auto-labeling and proposed PIV ranging and 
label spreading methods. HT is a hypothetic effectiveness 
threshold that is based on practical needs of real labeling 
process. HT could be looked at as a goal for future 
optimization.

Conclusion

In the presented research, a new pipeline was proposed 
allowing us to fit labeling time into a short inter-flight 
period. Such effect was achieved by combining both state-
of-art automation tools (such as object detection and auto-
contour tools) and proposed tools: ranging frames by its 
PIV, dynamic labels spreading through overlapped frames 
and smart frames sampling. A cloud-based labeling web-
service was developed and it was shown experimentally 
that proposed pipeline allows labeling 80 % objects of 
interest of all existing objects just by processing 40 % of 
pre-ranged frames in average that fits 2–3 hours of inter-
flight service time. Future research will be aimed to find 
optimal PIV parameters calculation algorithm (close to 
hypothetic effectiveness threshold) by input video analysis. 

Fig. 5. An example of proposed software interface with sorted by PIV frames: an interface view (a), sorting parameters description (b)

Fig. 6.  An example of frame with anomalies with result of auto-labeling with current CNN of proposed software: an interface view 
(a), auto-labeling parameters description (b)

Fig. 7. Experimental results of dependence between the average 
percentage of labeled objects Nobj and the average percentage 

of labeled video frames Nfr: CVAT — Computer Vision 
Annotation Tool, FLP — proposed Fast Labelling Pipeline, 

HT — hypothetic effectiveness threshold
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Аннотация
Введение. Рассмотрена субоптимальная трансграничная задача в применении к нелинейным динамическим 
управляемым системам в условиях действия на них детерминированных, равномерно ограниченных внешних 
неизвестных возмущений. Метод. Задача решается с помощью методов классического вариационного 
исчисления для случая, когда промежуток времени адаптации и оптимизации заранее не задается. Основные 
результаты. Определены необходимые условия для выбора экстремального движения за счет надлежащего 
формирования замкнутой субоптимальной системы адаптивного управления. Теоретический анализ сопоставлен 
с компьютерными расчетами на конкретном модельном примере, который показал эффективность применяемого 
подхода. Обсуждение. Предложенная схема субоптимального адаптивного синтеза может быть использована 
при расчете и проектировании нелинейных управляемых динамических систем. 
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Abstract
A suboptimal cross-border problem is considered about nonlinear dynamic controlled systems under deterministic, 
uniformly bounded external unknown disturbances. The problem is solved by applying the methods of classical variations 
calculus for the case when the time interval of adaptation and optimization is not set in advance. The necessary conditions 

АВТОМАТИЧЕСКОЕ УПРАВЛЕНИЕ И РОБОТОТЕХНИКА

AUTOMATIC CONTROL AND ROBOTICS

http://ntv.ifmo.ru/
http://ntv.ifmo.ru/en/
mailto:a_blazh@mail.ru
https://orcid.org/0009-0009-2682-9128
mailto:vedyakov@itmo.ru
https://orcid.org/0000-0003-4336-1220
mailto:milovanovich@mail.ru
https://orcid.org/0000-0002-9069-8574
mailto:o-slita@yandex.ru
https://orcid.org/0000-0001-7119-3629
mailto:tertychny-dauri@mail.ru
https://orcid.org/0000-0003-4671-7659
mailto:a_blazh@mail.ru
https://orcid.org/0009-0009-2682-9128
mailto:vedyakov@itmo.ru
https://orcid.org/0000-0003-4336-1220
mailto:milovanovich@mail.ru
https://orcid.org/0000-0002-9069-8574
mailto:o-slita@yandex.ru
https://orcid.org/0000-0001-7119-3629
mailto:tertychny-dauri@mail.ru
https://orcid.org/0000-0003-4671-7659


Научно-технический вестник информационных технологий, механики и оптики, 2024, том 24, № 2 
Scientific and Technical Journal of Information Technologies, Mechanics and Optics, 2024, vol. 24, no 2� 199

for the choice of extreme motion are determined due to the proper formation of a closed suboptimal adaptive control 
system. The theoretical analysis is supplemented with computer calculations using a specific model example, which 
showed effectiveness of the considered approach. The proposed scheme of suboptimal adaptive synthesis can be used 
in the calculations and design of nonlinear controlled dynamic systems.
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dynamic system, quality functional, Lagrange multipliers, suboptimal control, adaptation, Euler equations, transversality 
condition
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Введение

В задачах оптимизации в условиях недостаточной 
априорной информации о действующих возмущениях 
важно организовать процесс адаптации — процесс 
восполнения недостаточной информации в ходе управ-
ления динамическим объектом. Процесс адаптации 
(настройки, обучения), под которым подразумевается 
выбор определенной стратегии, предполагает возмож-
ность идентификации действующих на объект управ-
ления возмущений с помощью специальным образом 
сформированной адаптивной обратной связи. 

Отметим, что замена идеального оптимального 
управления, зависящего от неизвестных параметров 
на адаптивное субоптимальное управление и от извест-
ных настраиваемых параметров (оценок неизвестных 
параметров), происходит в соответствии с одним из 
двух основных подходов к синтезу адаптивных систем 
управления [1, 2]: 
—	 «идентификационному», когда в найденный идеаль-

ный закон оптимального управления подставляют 
вместо неизвестных параметров их настраиваемые 
оценки;

—	 «прямому адаптивному управлению», где настрой-
ка параметров осуществляется непосредственно 
по рассогласованию динамических характеристик 
модели и искомой системы без предварительной 
идентификации объекта управления, т. е. когда па-
раметры системы управления меняются до те пор, 
пока система не станет в некотором смысле равно-
сильной модели.
Очевидно, что такая процедура обеспечивает сходи-

мость субоптимальных значений функционала качества 
к его оптимальным значениям по мере сходимости 
процесса адаптивной параметрической идентифика-
ции, т. е. сходимости настраиваемых параметров к их 
истинным значениям.

Задачи субоптимизации адаптивных динамических 
систем в рамках линейной модели активно изучались во 
многих научных работах и решались разными метода-
ми и приемами. Отметим некоторые из них, оказавшие 
наибольшее влияние на последующее развитие теории. 
В работе [1] рассмотрены системы высокой размерно-
сти, большим числом входных и выходных перемен-
ных, параметрической и структурной неопределен-
ностями. В [2–12] исследованы в основном линейные 
управляемые динамические системы с неизвестными 

параметрами. Данные работы объединяют общий функ-
ционал качества, минимизацию которого требуется обе-
спечить в процессе адаптивного управления при разных 
дополнительных ограничительных условиях в рассма-
триваемых задачах адаптивного синтеза. В частности, 
этими условиями являются: присутствие помех [3], дис-
кретность [4], критерий обобщенной работы [5], поис-
ковый игровой подход [6], информационный метод [7], 
метод целевых неравенств [2, 8], информативный метод 
стохастической аппроксимации [9, 10], декомпозици-
онный подход с разложением на составляющие, более 
простые подсистемы [11], запаздывание в управлении 
[12]. Учет этих и других ограничений в перечислен-
ных работах приводит к появлению результирующих 
алгоритмов адаптивного управления в виде законов су-
боптимального управления (с некоторым уровнем опти-
мальности). Нелинейным моделям из-за сложности ана-
лиза уделено значительно меньшее внимание [13, 14].

Настоящая работа посвящена изучению вопро-
сов вариационного синтеза субоптимальных систем 
адаптивного управления для нелинейных динамиче-
ских объектов регулирования и продолжает исследова-
ния начатых в работах [15–17] в области решения таких 
задач с помощью вариационных методов при наличии 
подвижной правой границы.

Постановка задачи

Пусть имеется функционал вида

	 J = V[x(t1), t1] + ∫
t1

t0
F[x(t), ẋ(t), v(t), t]dt → extr, 	 (1)

где гладкие скалярные функции V(·), F(·) имеют энер-
гетический смысл: это заданные положительно опре-
деленные, непрерывно дифференцируемые по своим 
переменным скалярные функции; x(t) ∈ Rn — измеря-
емый ∀t ∈ [t0, t1] вектор состояния; v(t) ∈ Rn — неиз-
меряемый неизвестный вектор внешних, равномерно 
ограниченных возмущений: supt∈[t0, t1]||v(t)|| ≤ Cv, где 
Cv > 0 — известная (либо неизвестная) константа, ко-
торая не участвует в анализе.

Движение исходной системы опишем уравнением

	 ẋ(t) = f(x, u, t) + v, x, u, v ∈ Rn,	 (2)

где u(t) ∈ U ⊂ Rn — вектор управлений, U — множе-
ство допустимых ограниченных непрерывных функций 
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u(t), t ∈ [t0, t1]. Предположим, что начальные значения 
x(t0), t0 заданы, но значения правой трансграничной 
точки x(t1), t1 заранее неизвестны. Допустим, что век-
тор-функция f(·) ∈ Rn гладкая и задана.

Уравнение (1) устанавливает для управляемой си-
стемы векторную неголономную связь вида 

	 ψ(x, ẋ, u, v, t) = 0,	 (3)

где  тождество  ψ(x, ẋ, u, v, t) ≡ f(x, u, t) + v – ẋ, 
x, u, v ∈ Rn.

Также считаем, что вектор-функция неизвест-
ных возмущений v(t) удовлетворяет уравнениям на-
стройки ее оценок ṽ(t), т. е. интегральным уравнени-
ям связей, формирующих оптимальное управление  
u0(t) = u0[x(t), ṽ(t), t]. Эти связи задают сходящийся 
алгоритм внешней адаптации по правилу:

	 φ�v(t), ∫
t

t0
v(s)ds, t� = 0, 	 (4)

где тождество

	 φ�v(t), ∫
t

t0
v(s)ds, t� ≡ [ṽ(t) – v(t)] +

	 + α� ∫
t

t0
[ṽ(s) – v(s)]ds� + β = ṽ(t), v(t) ∈ Rn,

α > 0, β = v(t0) – ṽ(t0) — заданные числа. Интегральное 
уравнение Вольтерра 2-го рода (4) имеет решение:

	 ṽ(t) = v(t) – βe–α(t–t0) t→∞  0, 	 (5)

приводящее к асимптотической сходимости оценок ṽ(t) 
к v(t) в зависимости от требуемой точности оценивания 
δ > 0:

	 lim
t→t1

||ṽ(t) – v(t)|| < δ	 (6)

и времени окончания процесса оптимизации и адапта-
ции t1; ||a(t)|| — евклидова норма вектора a(t), ||a(t)|| = 
= (aT(t), a(t))1/2.

Требуется найти тройку неизвестных вектор-функ-
ций (x(t), u(t), v(t)) со значениями в Rn, t ∈ [t0, t1], удов-
летворяющую начальным условиям (x(t0), v(t0), t0) и 
обеспечивающую выполнение условий: J → extr (1) од-
новременно с обеспечением требований ψ(x, ẋ, u, v, t) = 

= 0 (3) и φ�v(t), ∫
t

t0
v(s)ds, t� = 0 (4), где φ(·), ψ(·) ∈ Rn.

Задачу на условный экстремум сведем к задаче на 
безусловный экстремум с помощью введения множите-
лей Лагранжа. С учетом условий (2), (3) и (4) запишем 
вспомогательный функционал качества в следующем 
виде:

	 J* = V[x(t1), t1] + ∫
t1

t0
�F[x, (f(x, u, t) + v), v(t), t] +

	 + μT(t)ψ(x, ẋ, u, v, t) + 	 (7)

+ λT(t)φ�v(t), ∫
t

t0
v(s)ds, t��dt → extr,

где μ(t), λ(t) — неопределенные множители Лагранжа, 
μ(t), λ(t) ∈ Rn.

Согласно работе [15],

	 δx(t1) = δx|t=t1 + ẋ(t1)δt1. 	 (8)

Алгоритм адаптации  
и его асимптотические свойства

Запишем интегральный алгоритм адаптации (4) в 
виде:

	 y(t) + α∫
t

t0
y(s)ds + β = 0, α > 0, β = const, 	 (9)

где y(t) = ṽ(t) – v(t), β = v(t0) – ṽ(t0). Найдем решение (9) 
в асимптотике при t → ∞.

Для этого введем в рассмотрение обозначение:

	 z(t) = z(t0) + ∫
t

t0
y(s)ds, ż(t) = y(t), 

Тогда алгоритм адаптации (9) преобразуем к виду:

	 ż(t) + α[z(t) – z(t0)] + β = 0 

или к виду линейного однородного дифференциального 
уравнения в новых обозначениях по z(t):

 	 ż(t) + αz(t) = 0.	 (10)

На том основании, что

	 ż(t) + αz(t) + [–αz(t0) + β] = 0 и z(t0) = ,

получим
	 [–αz(t0) + β] = 0.

Решение дифференциального уравнения (10) хоро-
шо известно:

	 z(t) = z(t0)e–α(t–t0) = e–α(t–t0) t→∞  0,

	 ż(t) = z(t0)e–α(t–t0)(–α) = –βe–α(t–t0) t→∞  0,

т. е. имеем

	ż = y(t) = ṽ(t) – v(t) t→∞  0, либо ṽ(t) → v(t) при t → ∞.

Отметим, что из уравнения (9) получим требование 
для выбора начального условия: 

	 y(t0) + β = 0 ⇒ β = v(t0) – ṽ(t0).

Основные результаты

Из интегрирования по частям в функционале (7) 
получим

	 J* = V[x(t1), t1] – μT(t)x(t)|t0
t1 + ∫

t

t0
G(x, u, v, t)dt,

	 G(x, u, v, t) = G(x, u, v, t, μ(t), μ(t), λ(t)) = 
	 (11)

	 = F(x, u, v, t) + μT(t)[f(x, u, t) + v] + μT(t)x(t) +

	 + λT(t)φ�v(t), ∫
t

t0
v(s)ds, t�.
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Величину вариации функционала J* (11) на экс-
тремальных движениях с подвижной трансграницей 
(x(t1), t1), где δx(t0) = 0, с учетом возникающих вариа-
ций δx(t), δu(t), δv(t), δx(t1), δt1 с точностью до величи-
ны 2-го порядка малости представим в формулировке 
следующей теоремы.

Теорема 1. С учетом непрерывной дифференцируе-
мости по всем переменным функций V, G, а также спра-
ведливости выполнения соотношения (8) для δx|t=t1, 
вариацию функционала J* (11) зададим выражением:

	 δJ* = dJ* = �  – μT(t1)� δx(t1) + 

	 + �  + G(x, u, v, t)|t=t1 + μT(t1)ẋ(t1))δt1 + 	(12)

+ ∫
t1

t0
� δx + δu + δv�dt,

полученным с точностью до малости 2-го порядка.
Доказательство теоремы в настоящей работе не при-

ведено из-за массивности. Заметим, что доказательство 
полностью укладывается в известные схемы, типичные 
для вариационного исчисления [14]. Далее выберем 
векторный множитель μ(t) так, чтобы функциональные 
коэффициенты при δx(t1), δx(t) в соотношении (12) об-
ратились в нуль. Тогда получим систему n уравнений 
Эйлера по х с граничным условием на правом конце:

	  = 0, μ(t1) = � �
T

,	 (13)

или, с учетом обозначения (13), составим систему:

 	 μ(t) = – �  + μT(t) �
T

	 (14)

с граничным условием μ(t1) (13).
Таким образом, выражение (12) при наличии требо-

ваний (13) перепишем в виде:

	 δJ* = dJ* = �  + G(x, u, v, t)|t=t1 + 

	 + μT(t1)ẋ(t1)�δt1 + ∫
t1

t0
� δu +	 (15)

	 + δv�dt.

Допустим, что в равенстве (15) круглая скобка слева 
равна нулю:

	  + G(x(t1), u(t1), v(t1),t1) + μT(t1)ẋ(t1) = 0.

Отсюда, используя граничные условия (13), полу-
чим

 +  ẋ(t1) + G(x(t1), u(t1), v(t1),t1) = 0

или в более компактной форме:

	  + G(x(t1), u(t1), v(t1),t1) = 0,

что в итоге даст
	  = 0. 	 (16)

Требование (16) представляет собой условие тран-
сверсальности в граничной точке t1. Полагая условие 
(16) в точке t = t1 выполненным, получим, исходя из 
выражения (15), выполненным также и соотношение

δJ* = dJ* = ∫
t1

t0
� δu + δv�dt. 	 (17)

В интеграле (17) для второго слагаемого, с уче-
том обозначения (11), выберем множители Лагранжа 
λ(t) ∈ Rn таким образом, чтобы выполнялось равенство: 

	  = 0,	 (18)

приводящее к системе n уравнений Эйлера по v

	  + μT(t)I + λT(t)  = 0,

где I ≡ ∂v(t)/∂v(t) — единичная матрица размерности n. 
Следовательно, интеграл (17) будет иметь вид:

	 δJ* = dJ* = ∫
t1

t0
δudt. 	 (19)

С целью обеспечения необходимых условий стацио-
нарности (экстремума) критерия качества J* потребуем, 
чтобы в интеграле (19) выполнялось равенство:

	  = 0. 	 (20)

Система n уравнений Эйлера по u (20) может быть 
записана с помощью обозначения (11) в виде системы 
уравнений

	  + μT(t)  = 0. 	 (21)

Совокупность 3n уравнений (13), (18), (20) вместе с 
уравнениями связей (3), (4) представляет собой замкну-
тую систему уравнений для нахождения вектор-функ-
ций x(t), u(t), v(t), μ(t), λ(t), обеспечивающих решение 
исходной условной вариационной задачи оптимального 
(субоптимального) адаптивного управления с подвиж-
ной границей на правом конце.

Полученный результат вариационного исследования 
для синтеза условной управляемой возмущенной ди-
намической системы, отслеживающей n независимых 
связей запишем в виде следующей теоремы.

Теорема 2. Тройка вектор-функций (x(t), u(t), v(t)), 
реализующих экстремум (минимум) функционала (1) 
при наличии условий (3), (4) удовлетворяет при соот-
ветствующем выборе множителей μk(t), λk(t), k = 1, n 
уравнениям Эйлера, составленным для функционала 
J* (7). Уравнения Эйлера для определения функций 
x(t), u(t), v(t), μ(t) и λ(t) имеют вид уравнений (13), 
(18), (20) с уравнениями связей (3), (4). Решение задачи 
(2), (4), (14) порядка 3n, где управление u(t) ∈ U ⊂ Rn, 
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определяется уравнением (21) и осуществляется при 
наличии n начальных условий x0 = x(t0) на левом конце 
и n краевых условий (13) на правом конце.

К сказанному добавим, что для выполнения мини-
мума критерия качества, когда J → minu∈U, необходимо 
требование: δ2J = δ2J* ≥ 0, ∀δ u(t) ≠ 0.

Модельный пример.  
Синтез субоптимального адаптивного управления

В качестве наглядного и простого примера возь-
мем задачу с одноосным (по оси Ox) прямолинейным 
движением материальной точки с известной посто-
янной массой m под действием управляющей силы 
(управления) u(t), приложенной к точке, и неизвест-
ного равномерно ограниченного возмущения v(t): 
supt∈[t0,t1]||v(t)|| ≤ Cv, Cv > 0 — некоторая постоянная.

Допустим, что это движение осуществляется вдоль 
абсолютно гладкой опоры (поверхности), когда сила тя-
жести уравновешена силой реакции опоры в отсутствие 
силы трения. В этом случае движение точки опишем 
уравнением:

	 mq#(t) = u(t) + v(t), 	 (22)

где q = q(t) — обобщенная (лагранжева) координата, 
представляющая собой отклонение точки от центра О 
системы координат. Движение точки (22) определяется 

величиной кинетической энергии T(t) = :

	    = Q(t) = F(t). 	 (23)

Уравнение (23) отвечает второму закону динамики 
Ньютона для количества движения Q(t) = mq(t) и дей-
ствующей на точку активной силы F(t) = u(t) + v(t). 

При этом предположим, что ∀t ∈ [t0, t1] измерению 
подлежат функции q(t) и q(t), но не q#(t).

Требуется оптимальным образом при данных ус-
ловиях сформировать управляемое движение матери-
альной точки, чтобы обеспечить минимизацию энер-
гетического функционала качества (энергетических и 
мощностных затрат) вида (1):

	 J = x2(t1) + ∫
t1

0
[x2(t) + ẋ2(t)]dt = 	 (24)

	 = x2(t1) + ∫
t1

0
{x2(t) + g2[u(t), v(t)]}dt → min

u∈U
,

где введены обозначения для векторов x, g ∈ R2 ска-
лярного управления u(t) ∈ R и скалярного возмущения 
v(t) ∈ R; τ ≡ 1/m = const, V(x, t) = x2(t):

	 x = �q
q�, g = f + � 0

τv� = � q
τ(u + v)�, f = � q

τu�

	 x2 = q2 + q2, g2 = q2 + τ2(u + v)2, g2 = f2 + τ2v(2u + v)

относительно компонентов уравнения движения, пере-
писанного в нормальном виде

	 ẋ = g(x, u, v), x = �x1
x2
� = �q

q�, g = � x2
τ(u + v)�.

Функция управления u(t) ∈ U, U ∈ C1[0; t1] — мно-
жество непрерывно дифференцируемых по t ∈ [0; t1] 
функций, C1 — множество всех непрерывно диффе-
ренцируемых по t ∈ [0; t1] функций. Вектор x0 = x(0) 
задается, а величины x(t1), t1 определяются из допол-
нительных условий.

Функционал качества (24) можно записать так:

	 J = x2(t1) + ∫
t1

0
[xTAx + τ2(u + v)2]dt, A = �1 0

0 2�, 	(25)

где A — положительно определенная матрица. В вы-
ражении (25) подынтегральная функция F(x, u, v) > 0 
представляет собой сумму положительно определенной 
квадратичной формы xTAx и положительной функции 
τ2(u + v)2.

Перейдем к решению искомой условной вариаци-
онной задачи.

Пусть имеем два уравнения связей по x и по v соот-
ветственно: ψ(·) = 0 (3) и φ(·) = 0 (4).

Тогда вспомогательный функционал с помощью 
соотношений (3), (4) запишем в виде:

	 J* = x2(t1) + ∫
t1

0
�x2(t) + g2[x(t), u(t), v(t)] + 

	 + μT(t)ψ(x, ẋ, u ,v) + λ(t)φ�v, ∫
t

0
v(s)ds, t��dt, 

	 (26)

где μ(t) = (μ1(t), μ2(t))T ∈ R2, λ(t) ∈ R — множители 
Лагранжа. Проинтегрируем по частям множители 
Лагранжа в функционале (26), получим:

	 J* = x2(t1) – μT(t)x(t)|0
t1 + 

	 + ∫
t1

0
�x2(t) + g2(x, u, v) + μT(t)g(x, u, v) + 	 (27)

	 + μT(t)x(t) + λ(t)φ�v, ∫
t

0
v(s)ds, t��dt.

Выпишем по известной схеме вариацию функцио-
нала (27) согласно выражению (12):

	 δJ* = [2x(t1) – μ(t1)]Tδx(t1) + [x2(t1) + g2(t1) +

	 + μT(t1)g(t1) + μT(t1)x(t1) + μT(t1)ẋ(t1)]δt1 + 

	 + ∫
t1

0
�(2x1 + μ1)δx1 + (4x2 + μ1 + μ2)δx2 + 	 (28)

	 + (2τ2u + 2τ2v + μ2τ)δu + �2τ2u + 2τ2v + μ2τ – λ –

	 – α ∫
t

0
v(s)ds�δv�dt.

В выражении (28) выберем множители μ1(t), μ2(t) 
так, чтобы выполнялись уравнения Эйлера (13) по x1 и 
x2 с граничными условиями на правом конце:

	 μ1 = –2x1, μ1(t1) = 2x1(t1),

	 μ2 = –μ1 – 4x2, μ2(t1) = 2x2(t1).

Тогда, при наличии этих соотношений, выражение 
для δJ* (28) запишем в виде:



Научно-технический вестник информационных технологий, механики и оптики, 2024, том 24, № 2 
Scientific and Technical Journal of Information Technologies, Mechanics and Optics, 2024, vol. 24, no 2� 203

А.В. Блаженов, А.А. Ведяков, Е.В. Милованович, О.В. Слита, В.Ю. Тертычный-Даури

	 δJ* = [x2(t1) + g2(t1) + μT(t1)g(t1) +

	 + μT(t1)x(t1) + μT(t1)ẋ(t1)]δt1 +

	 + ∫
t1

0
�(2τ2u + 2τ2v + μ2τ)δu + 

	 + �2τ2u + 2τ2v + μ2τ – λ – α ∫
t

0
v(s)ds�δv�dt,

где 

	 ∫
t

0
v(s)ds =  = .

Предположим, что условие трансверсальности вы-
полнено, в результате получим уравнение для выбора 
момента времени t1:

x2(t1) + g2(t1) + μT(t1)g(t1) + μT(t1)x(t1) + μT(t1)ẋ(t1) = 0,

где x2 = x1
2 + x2

2, g2 = x2
2 + τ2(u + v)2, μTg = μ1x2 + 

+ μ2τ(u + v), μTx = μ1x1 + μ2x2, μTẋ = μ1ẋ1 + μ2ẋ2.
Тогда получим:

	 δJ* = ∫
t1

0
�(2τ2u + 2τ2v + μ2τ)δu + 

	 + �2τ2u + 2τ2v + μ2τ – λ – α ∫
t

0
v(s)ds�δv�dt.

В этом интеграле выберем множитель λ(t) так, что-
бы вторая скобка в подынтегральном выражении была 
равна нулю, т. е. 

	 λ = 2τ2(u + v) + μ2τ – α ∫
t

0
v(s)ds.

Тем самым, из стационарности функционала ка-
чества J* получим формулу для задания адаптивного 
оптимального управления u0(t):

	 u(t) = u0(t) = – �  + v(t)�.	 (29)

Отметим, что зависимость u0(t) (29), называемая 
«идеальной», включает в себя неизвестную функцию 
внешнего возмущения v(t), откуда следует, что форму-
лой (29) напрямую воспользоваться невозможно.

Формулу для u0(t) (29) можно применить для пе-
рехода к субоптимальному адаптивному управлению 
согласно следующей зависимости:

	 ũ0(t) = – �  + ṽ(t)�, 	 (30)

где ṽ(t) — оценка v(t), удовлетворяющая выходу алго-
ритма параметрической настройки (4)–(9). 

При такой замене (u0(t) на ũ0(t)) очевидно, исходный 
функционал качества J (24) будет принимать другие, 
большие значения. Обратимся в этой связи к известно-
му определению [7], по которому управление ũ0(t) ∈ U 
при некотором числе ρ ∈ [0; 1] называется субоптималь-
ным с уровнем субоптимальности ρ для функционала 
качества J, если выполнено неравенство:

 	 min
u∈U

J = J|u=u0
 ≥ ρJ|u=ũ0

,	 (31)

где u0(x, v, t) — оптимальное, а ũ0(x, ṽ, t) — субопти-
мальное управления.

В соответствии с критерием (31) число ρ оценивает 
близость величины J|ũ0(t) к наименьшему значению 
функционала J (24). Приближение ρ к единице свиде-
тельствует о приближении величины J|ũ0(t) к минималь-
но возможному. При ρ = 1 субоптимальное управление 
ũ0(t) становится оптимальным: J|ũ0(t) = min

u∈U
J. Последнее 

условие требует большого времени адаптации или, 
другими словами, времени шумовой (параметриче-
ской) идентификации объекта управления: ṽ(t) → v(t) 
при t → ∞.

Заметим, что смена оптимального режима функ-
ционирования системы на субоптимальный будет со-
провождаться ухудшением качества показателей ха-
рактеристик работы системы. Кроме того, решение 
задачи субоптимального управления сопряжено с такой 
серьезной трудностью, как требованием измерения 
только фазового вектора x(t), t ∈ [0; t1] и отсутствием 
информации о векторе скорости ẋ(t). Для решения этой 
проблемы выполним следующее: в алгоритме адапта-
ции (4)

	 [ṽ(t) – v(t)] + α� ∫
t

0
[ṽ(s) – v(s)]ds� + β = 0

вместо v(t) подставим приближенное значение v*(t), 
пользуясь аппроксимацией уравнения движения (2):

	 ẋ2 ~  = τũ0(t) + τv*(t),

где v*(t) =  – ũ0(t), ε > 0 — малый пара-
метр.

При рассмотрении системы дифференциальных 
уравнений для определения переменных x(t) и μ(t) при 
заданных x(0) и x(t1) после подстановки в них ũ0(t) (30):

	 � ẋ1(t)
ẋ2(t)� = �

x2(t)

–   – τy(t)�,

	 �μ1(t)
μ2(t)� = � –2x1(t)

–μ1(t) – 4x2(t)�,

либо с учетом соотношений (4)–(9)

	 y(t) = ṽ(t) – v(t) = [ṽ(0) – v(0)]e–αt,

полагая, что величина v(0) известна, получим:

	 � ẋ1
ẋ2
� = –�

–x2

   + τβe–αt�,

	 � μ1
μ2
� = –� 2x1

μ1 + 4x2
�.

Для  поиска  общего  решения  введем  вектор  
z = (x1, x2, μ1, μ2)T относительно линейной неоднород-
ной системы дифференциальных уравнений 1-го по-
рядка с постоянной матрицей коэффициентов системы:
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 	 ż(t) = Bz(t) + w(t),	  (32)

	 B = �
	0	 1	 0	 0
	0	 0	 0	 –1/2
	2	 0	 0	 0
0	 –4	 –1	 0

�, w(t) = �
0

–τβe–αt

0
0

�,  

	 z(t) = zi, i = 1, 4.

Общее решение неоднородной системы z(t) (32) 
представляет собой сумму общего решения ẑ(t) одно-
родной системы ż(t) = Bz(t) и какого-либо частного ре-
шения z(t) неоднородной системы (32): z(t) = ẑ(t) + z(t).

Общее решение ẑ(t) можно определить [15, 16] с 
помощью фундаментальной системы решений:

	 ẑ(t) = �
C1 + C2t

C1 + C2 + C2t
2(C2 – C1 – C2t)

–2(2C2 + C1 + C2t)

�et +

	 + �
C3 + C4t

C4 – C3 – C4t
2(C4 + C3 + C4t)
2(2C4 – C3 – C4t)

�e–t,

где C1, C2, C3, C4 — произвольные постоянные, а числа 
λ = ±1 кратные двум являются собственными числами 
характеристического уравнения Δ = det(B – λI) = 0 c 
единичной матрицей I размерности 4 × 4.

Что же касается частного решения z(t), то его сле-
дует задавать в известном виде с неопределенными 
коэффициентами γij:

	 z(t) = �
γ11t + γ12
γ21t + γ22
γ31t + γ32
γ41t + γ42

�e–αt,

	 γij = const, i = 1, 4, j = 1, 2.

Поскольку коэффициент –τβ при e–αt — многоч-
лен нулевой степени (число), а число –α в показателе 
степени у экспоненты e–αt не является корнем харак-
теристического уравнения Δ = 0. Многочлен при e–αt 
должен иметь степень на единицу больше, чем мно-
гочлен нулевой степени. Подставляя выражение z(t) с 
неопределенными коэффициентами γij в систему (32):

	 �
ż1
ż2
ż3
ż4

� = 

z2

– 

–2z1
4z2 – z3

 + �
0
σ
0
0

�e–αt, σ = – τβ,

получим после сокращения слева и справа на e–αt: 

	 �
γ11 – α(γ11t + γ12)
γ21 – α(γ21t + γ22)
γ31 – α(γ31t + γ32)
γ41 – α(γ41t + γ42)

� =

	 = 

γ21t + γ22

–   – 

–2γ11t – 2γ12
–4γ21t – 4γ22 – γ31t – γ32

 + �
0
σ
0
0

�.

Приравнивая далее коэффициенты слева и справа 
при t и свободных членах, получим алгебраическую 
линейную неоднородную систему уравнений по γij, 
решая которую найдем:

	 γ11 = κ(24 + 10α2 – 3α4) κ ≡ ;

	 γ12 = , γ21 = κα(3α4 – 10α2 – 24);

	 γ22 = κ(2α2 – 3α4 – α6 + 8), γ31 = ;

	 γ32 = 2κ(α4 + 8), γ41 = 2κα(2 – α2)(α2 + 6), γ42 = 0.

Определим субэкстремаль при ũ0(t):

	 x(t) = x(t) + x(t),

	 x(t) = � x1(t)
x2(t)� = � C1 + C2t

C1 + C2 + C2t �et + 

	 + � C3 + C4t
C4 – C3 – C4t �e–t + �γ11t + γ12

γ21t + γ22
�e–αt.

Таким образом, чтобы найти постоянные интегри-
рования C1, C2, C3, C4 и конечный момент времени t, 
надо задать четыре граничных условия с выбранными 
значениями ξ0, η0, ξ1, η1:

	 �x1(0)
x2(0)� = � ξ0

η0
�, �x1(t1)

x2(t1)� = � ξ1
η1
�

и условие трансверсальности (17) для нахождения мо-
мента времени t1:

	  + ẋ(t1) + G[x(t1), u(t1), v(t1), t1] = 0,

где
	 V[x(t1)] = x2(t1),  = 0, 

	  = (2x1(t1), 2x2(t2)),

	 G[x(t1), ũ0(t1), v(t1), t1] = – �x1
2 + 2x2

2 + �|t=t1 +

	 + β2e–2αt1 = –(x1
2 + 3x2

2)|t=t1 + β2e–2αt1.

Важно, что 

	 G(·)|t=t1 = x2(t1) + g2(t1) + μT(t1)g(t1) + μT(t1)x(t1) = 

= x1
2 + x2

2 + x2
2 + τ2(ũ0(t) + v)2 + μ1x2 + μ2τ(ũ0(t) + v) +

	 + μ1x1 + μ2x2 = x1
2 + 2x2

2 + τ2�  + y�
2
 + μ1x2 + 

	 + μ2τ�  + y� + μ1x1 + μ2x2 

при t = t1, где 
	 μ1 = –2x1, μ2 = –μ1 – 4x2 
	 при t = t1; μ1(t1) = 2x1(t1), μ2(t1) = 2x2(t1),

причем 

	 y(t1) = ṽ(t1) – v(t1) = –βe–αt1, β = –y(0).



Научно-технический вестник информационных технологий, механики и оптики, 2024, том 24, № 2 
Scientific and Technical Journal of Information Technologies, Mechanics and Optics, 2024, vol. 24, no 2� 205

А.В. Блаженов, А.А. Ведяков, Е.В. Милованович, О.В. Слита, В.Ю. Тертычный-Даури

Следовательно, условие трансверсальности приоб-
ретает вид:

	 2x1(t1)ẋ1(t1) + 2x2(t1)ẋ2(t1) = x1
2(t1) + 3x2

2(t1) – β2e–2αt1,

либо

	 ξ1{(C1 + C2 + C2t1)et1 + (C4 – C3 – C4t1)e–t1 +

	 + [γ11(1 – αt1) – αγ12]e–αt1} + η1{(C1 + 2C2 + C2t1)et1 + 

+	 (C3 – 2C4 + C4t1)e–t1 + [γ21(1 – αt1) – αγ22]e–αt1} =

	  = .

Рассмотрим числовой пример для следующих па-
раметров и начальных условий: m = 1, ξ0 = 4, ξ1 = 0,5, 
η0 = 0, η1 = –4,5, β = 1, α = 0,1 были вычислены значе-
ния t1 = 2,72, μ1(0) = 10,83, μ2(0) = 4,78, J = 1140,5.

На рисунке представлены результаты моделирова-
ния в пакете MATLAB Simulink. 

На рисунке, a, b видно, что за время t1 регулируемые 
переменные x1(t) и x2(t) приходят от заданных началь-

ных значений ξ0 и η0 к заданным конечным значениям 
ξ1 и η1. Соответствующий этим переменным график 
сигнала управления u(t) изображен на рисунке, c.

Заключение

В работе выполнен детальный анализ новых типов 
оптимальных (субоптимальных) нелинейных управля-
емых динамических систем в условиях действия на них 
детерминированных (не наделенных статистическими 
свойствами) равномерно ограниченных внешних неиз-
вестных возмущений. При этом промежуток времени 
адаптивного оценивания и оптимизации заранее не 
задан.

Результатом представленного вариационного ис-
следования является полученный замкнутый синтез 
адаптивной субоптимальной алгоритмической схемы. 
Благодаря синтезу гарантируется достижение субопти-
мального режима функционирования исходной управ-
ляемой системы с достаточным уровнем оптималь
ности.

Рисунок. Графики изменений значений: x1(t) и μ1(t) (a); x2(t) и μ2(t) (b); u(t) (c)
Figure. Graphs of changes in values: x1(t) and μ1(t) (a); x2(t) and μ2(t) (b); u(t) (c)
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Аннотация
Введение. Рассмотрена динамическая система, где фактическое воздействие представляет собой произведение 
прикладываемого управления на выходную переменную линейной динамической системы, движимой тем же 
прикладываемым управлением. Метод. Сущность предлагаемого метода состоит в динамической линеаризации 
нелинейного оператора по управлению, позволяющая сформировать управляющее воздействие так, чтобы 
фактическое воздействие на систему соответствовало желаемому. В частном случае этот подход соответствует 
векторному (поле-ориентированному) управлению. Основные результаты. Показано, что динамическая 
линеаризация на основе метода внутренней модели позволяет декомпозировать нелинейную систему на 
каскад двух подсистем. Предложенный регулятор состоит из двух последовательно соединенных блоков, где 
первый блок решает задачу регулирования с помощью наблюдателя Люенбергера, а второй блок компенсирует 
нелинейный динамический оператор. Для демонстрации эффективности предложенного подхода приведен 
пример численного моделирования нейтрально устойчивого объекта и адаптивного закона управления по выходу. 
Обсуждение. На практике этот метод может быть востребован в задачах управления двигателями переменного 
тока и многозвенными роботами-манипуляторами. 
Ключевые слова
управление по выходу, нелинейные системы, динамическая линеаризация, оценивание параметров.
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Abstract 
A dynamic system is considered where the regulating impact is the product of the control signal on the output variable 
of a linear dynamic system driven by the same applied control. The essence of the proposed method consists in the 
dynamic linearization of a nonlinear control operator, which makes it possible to guarantee a desired regulating impact. 
In a particular case, this approach corresponds to vector (field-oriented) control. It is shown that dynamic linearization 
based on the internal model method makes it possible to decompose a nonlinear system into a cascade of two subsystems. 
The proposed regulator consists of two blocks connected in series where the first block solves the problem of regulation 
with the Luenberger observer, and the second block compensates for a nonlinear dynamic operator. To demonstrate the 
effectiveness of the proposed approach, an example of numerical modeling of a neutrally stable plant with an output 
adaptive control is given. In practice, this method may be in demand in the tasks of controlling induction and synchronous 
motors and multi-link robotic manipulators. 
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output control, nonlinear systems, dynamic linearization, parameter estimation
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Введение

В современной теории управления давно стало пра-
вилом формулировать задачи управления «по выходу», 
что означает наличие информации только о регулируе-
мой переменной. Динамическая модель, связывающая 
входное воздействие и выходную переменную, может 
иметь достаточно сложный вид. С развитием теорети-
ческих методов такие модели все время уточняются, 
описывая наблюдаемые эффекты в практических при-
ложениях. На сегодняшний день известны решения 
весьма сложных задач, где предполагается параметри-
ческая неопределенность модели [1–3], нестационар-
ный характер параметров [4–6], наличие нелинейных 
операторов, возмущения и запаздывание [7–10]. 

В настоящей работе рассматривается класс систем, 
где управление воздействует на объект через нели-
нейный динамический оператор. На практике такие 
задачи встречаются в электроприводе, робототехнике, 
гидродинамике, аэродинамике, и в каждом отдельном 
приложении известны некоторые частные подходы [11]. 
Синтез регулятора в общем виде является нетривиаль-
ной задачей, особенно в классе регуляторов по выходу.

Рассматривается динамическая система, где факти-
ческое воздействие представляет собой произведение 
прикладываемого на выходную переменную линейной 
динамической системы, движимой тем же приклады-
ваемым управлением. В частном случае так выглядит 
электромагнитный момент в двигателях переменного 
тока [12]. Например, данный подход соответствует век-
торному (поле-ориентированному) управлению [13]. 
В настоящей работе предпринята попытка обобщения 
известных результатов на более общую постановку 
задачи. Размерность и относительная степень динами-
ческого оператора могут быть произвольными, началь-
ные условия оператора не известны, измеряется только 
выходная регулируемая переменная. 

Постановка задачи

Рассмотрим объект управления с одним управляю-
щим входом u и одним регулируемым выходом y

	 y(k)(t) = θ(t, u)u(t).	 (1)

Переменная θ(t, u) = θ(t), которая может интерпрети-
роваться как переменный параметр, является выходом 
динамической системы 

	 θ(t) = h⊤ξ(t), ξ(t) = Γξ(t) + Gu(t),	 (2)

с тем же управляющим входом u, вектором перемен-
ных состояния ξ ∈ Rn, известными матрицами h, Γ, 
G соответствующих размерностей и неизвестными 
начальными условиями ξ(0). 

По измерениям выходной переменой y(t) требуется 
синтезировать закон управления u(t), обеспечивающий 
выполнение целевого условия

	 lim
t→∞

(y(t) – y*(t)) = 0,	 (3)

для некоторого задающего воздействия y*(t), описыва-
емого генератором 

	 y*(t) = h*⊤ξ*(t), ξ*(t) = Γ*ξ*(t), 

с известными параметрами и начальными условиями 
ξ*(0) ∈ Rm.

Допущение 1. Тройка матриц (h, Γ, G) является 
полностью управляемой и наблюдаемой.

Допущение 2. Матрица Γ не имеет собственных чи-
сел с положительной вещественной частью и собствен-
ных чисел на мнимой оси кратности больше единицы. 

Допущение 3. Матрицы Γ и Γ* не имеют общих 
собственных чисел на мнимой оси комплексной пло-
скости.

А.А. Пыркин, М.Ш. Та, К.К. Нгуен, А.К. Голубев
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Синтез линеаризующего закона управления

На первом шаге допустим, что измерению доступны 
переменные состояния ξ(t). Далее представим базовый 
закон управления, обеспечивающий точную линеари-
зацию модели (1).

Лемма. Закон управления вида

	 u(t) = h⊤ξdv(t) + K1
⊤ξ,	 (4)

	 ξd(t) = [(Γ + GK1
⊤) + Gh⊤v(t)]ξd(t), 	 (5)

	 v(t) = (h⊤ξd)–2(τ(t) –(h⊤ξd)(K1
⊤ξd)),	 (6)

где вектор K1 выбирается из условия гурвицевости 
матрицы Γ + GK1

⊤; начальные условия ξd(0) ∈ Rn гене-
ратора (5) выбираются из условия h⊤ξd(t) ≠ 0; v(t) — ли-
неаризующее воздействие, приводит систему (1) к виду

	 y(k)(t) = τ(t) + ε(t),	 (7)

с новым управляющим воздействием τ(t) и экспонен-
циально затухающим членом ε(t).

Доказательство леммы. Рассмотрим вектор невяз-
ки ξ = ξ – ξd, для производной которого получим

	 ξ(t) = ξ(t) – ξd(t) = Γξ(t) + G[h⊤ξdv(t) + K1
⊤ξ] –

	 – [Gh⊤v(t) + (Γ + GK1
⊤)]ξd(t) = (Γ + GK1

⊤)ξ(t).

Выбор вектора K1 из условия гурвицевости матри-
цы Γ + GK1

⊤ гарантирует экспоненциальную сходи-
мость к нулю всех элементов вектора ξ.

Подставляя (4) и (6) в правую часть (1), получим

	 θ(t)u(t) = (h⊤ξ(t))(h⊤ξdv(t) + K1
⊤ξ) = 

	 = (h⊤ξd(t) + h⊤ξ(t))((hv(t) + K1)⊤ξd(t) + K1
⊤ξ (t)) = 

	 = (h⊤ξd(t))2v(t) + (h⊤ξd(t))(K1
⊤ξd(t)) + ε(t) = τ(t) + ε(t),

с экспоненциально затухающей функцией времени ε(t):

	 ε(t) = (h⊤ξd(t))(K1
⊤ξ(t)) + (h⊤ξ(t))((hv(t) + K1)⊤ξd(t) +

+ K1
⊤ξ(t)) = Δ(t)(K1

⊤ξ (t)) + (h⊤ξ(t))(Δ(t)v(t) + K1
⊤ξd(t) + 

	 + K1
⊤ξ(t)) = ξ⊤(t)h(Δ(t)v(t) + K1

⊤ξd(t)) + f(ξ (t)),

где Δ(t) = h⊤ξd(t); f(ξ(t)) = Δ(t)K1
⊤ξ (t) + (h⊤ξ(t))(K1

⊤ξ (t)) —  
экспоненциально затухающий член.	 ■

Закон управления τ(t) может быть синтезирован на 
основе модели (7), который рассмотрен в следующем 
разделе.

Синтез стабилизирующего управления

Модель объекта управления (1) с законом управле-
ния (4)–(6) соответствует выражению (7) и может быть 
представлена в виде

	 ẋ(t) = Ax(t) + Bτ(t) + Bε(t), y(t) = C⊤x(t),	 (8)

где вектор переменных состояния соответствует про-
изводным выходной переменной x(t) = col(y(t), ẏ(t), 

…, y(k–1)(t)) ∈ Rk, A = �
	0	 Ik–1
	0	 0

�, B = �
	0
	⋮
1
�, C = �

	1	
⋮
0
�.  

Нетрудно убедиться, что тройка матриц (A, B, C) явля-
ется полностью управляемой и наблюдаемой, следова-
тельно, существуют вектора K2 и L такие, что матрицы  
(A + BK2

⊤) и (A + LC⊤) гурвицевы, причем с любым 
заданным ансамблем собственных чисел. 

Утверждение. Закон управления вида

	 τ(t) = K2
⊤(x(t) – x*(t)) + h*⊤(Γ*)kξ*(t), 	 (9)

	 x(t) = Ax(t) + Bτ(t) + L(C⊤x(t) – y(t)),	 (10)

где x*(t) = �
h*⊤

⋮
h*⊤(Γ*)k–1

�ξ*(t), обеспечивает выполнение 

целевого условия (3).
Доказательство утверждения. Рассмотрим век-

торы невязки e1(t) = x(t) – x(t), e2(t) = x(t) – x*(t) и их 
производные

	 ė1 = (A + LC⊤)e1 + Bε(t),	

	 ė2 = Ax(t) + BK2
⊤(x(t) – e1(t) – x*(t)) + Bε(t) +

	 + Bh*⊤(Γ*)kξ*(t) – ẋ*(t) = 

	 = A(e2(t) + x*(t)) + BK2
⊤e2(t) – BK2

⊤e1(t) + Bε(t) +

	 + Bh*⊤(Γ*)kξ*(t) – ẋ*(t) = 

	 = (A + BK2
⊤)e2 – BK2

⊤e1(t) + Bε(t),

где учтено соотношение 

	 ẋ*(t) = Ax*(t) + Bh*⊤(Γ*)kξ*(t),

которое легко можно проверить дифференцированием 
вектора x*(t).

Модель замкнутой системы (8) с регулятором (9), 
(10) имеет вид

	 ξ(t) = (Γ + GK1
⊤)ξ(t),

	 �
	ė1
	ė2
� = �

	A + LC⊤	 0
	– BK2

⊤	 A + BK2
⊤� �

	e1
	e2
� + �

	B
	B
�ε(t),	 (11)

	 ε(t) = ξ⊤(t)h(Δv(t) + K1
⊤ξd(t)) + f(ξ(t)),	 (12)

	 ξd(t) = [(Γ + GK1
⊤) + Gh⊤v(t)]ξd(t),	 (13)

	 v(t) = Δ–2(K2
⊤(e2 – e1) + h*⊤(Γ*)kξ*(t) – ΔK1

⊤ξd).

Из последнего выражения запишем соотношение

	 Δv(t) + K1
⊤ξd = Δ–1(K2

⊤(e2 – e1) + h*⊤(Γ*)kξ*(t))

и подставим его в (12) и (13):

	 ε(t) = ξ⊤(t)Δ–1(hK2
⊤(e2 – e1) +

	 + hh*⊤(Γ*)kξ*(t)) + f(ξ(t)),	 (14)
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ξd(t) = Γξd(t) + GΔ–1 (K2
⊤(e2 – e1) + h*⊤(Γ*)kξ*(t)).	 (15)

Для доказательства сходимости к нулю векторов 
e1 и e2 воспользуемся аргументами теоремы о малом 
коэффициенте (small gain theorem [1]), сопоставляя 
(11) и (14). Переменная ξ(t) затухает к нулю экспонен-
циально, в то время как функция Δ–1hK2

⊤ ограничена. 
Следовательно, в силу треугольной структуры блочной 
матрицы состояния модели (11) и гурвицевости ее ди-
агональных блочных элементов следует сходимость к 
нулю векторов e1 и e2 , ограниченность переменной 
v(t), а также выполнение целевого условия (3). Из (15) 
можно показать ограниченность переменной ξd(t) в 
силу принятых допущений о свойствах матриц Γ и Γ*. 
Однако остается необходимость контролировать вы-
полнение условия Δ(t) ≠ 0 соответствующим выбором 
ξd(0).	 ■

Синтез закона управления по выходу

Заметим, что если матрица Γ гурвицева, то, приняв 
K1 = 0, регулятор (4)–(6), (9), (10) решает поставленную 
задачу без использования вектора ξ(t), т. е. по выходу. 
Если матрица Γ содержит корни на мнимой оси, то не-
обходимо дополнительно синтезировать наблюдатель 
переменных ξ(t). Для этого воспользуемся методом 
GPEBO [5] для параметризации модели объекта.

Рассмотрим фильтры вида

	 σ1(t) = Γσ1(t) + Gu(t), σ2(t) = Γσ2(t), σ2(0) = Ik.

Для невязки ξ(t) = ξ(t) – σ1(t) имеем соотношения 
ξ = Γξ(t) и ξ(t) = σ2(t)ξ(0). Тогда подставляя выражение 
ξ(t) = σ1(t) + σ2(t)ξ(0) в (1), получим

	 y(k)(t) = u(t)h⊤(σ1(t) + σ2(t)ξ(0)).	 (16)

Используя линейный стационарный фильтр вида 
, где p =  — оператор дифференцирования, 

α > 0 — настроечный параметр, и масштабирующий 
коэффициент μ, получим на основе (16) линейное ре-
грессионное соотношение

	 z(t, α) = φ⊤(t, α)η,	 (17)

где вектор неизвестных параметров η = ξ(0), и вычис-
лимые функции 

	 z(t, α) = μ� [y(t)] – [u(t)h⊤σ1(t)]�,

	 φ(t, α) = μ [u(t)h⊤σ2(t)].	

На основе (17) может быть сформирован вектор оце-
нок η(t), стремящийся асимптотически к нулю. Для это-
го воспользуемся методом динамического расширения 
и смешивания регрессора (Dynamic Regressor Extension 
and Mixing, DREM) [14, 15]. Выбрав n различных па-
раметров α, сформируем матричное регрессионное 
соотношение вида

	 Z(t) = �
z1(t, α1)

⋮
z3(t, αn)

� = �
φ1(t, α1)

⋮
φ3(t, αn)

�η = Φ(t)η

и запишем алгоритм оценивания параметров η

	 ηi = γδ(t)(ζi – δ(t)ηi(t)) i = 1, n,	 (18)

где γ > 0, δ(t) = detΦ(t), col(ζ1, …, ζn) = (adjΦ(t))Z(t).
Закон управления по выходу примет вид:

	 u(t) = h⊤ξdv(t) + K1
⊤(σ1(t) + σ2(t)η).	 (19)

Числовой пример

Рассмотрим объект (1), (2) с параметрами k = 2, 

n = m = 3, y(0) = ẏ(0) = 0, h = �
	1
	0
0
�, Γ = �

	0	 1	 0
	0	 0	 1
	0	 –1	 –1

�,  

G = �
	0
	0
1
�, ξ(0) = �

	0
	1
0
�, и задающим воздействием h* = �

	1
	0
0
�,  

Γ* = �
	0	 1	 0
	0	 0	 1
	0	 –4	 0

�, ξ*(0) = �
	1	
1
0
�.

На рисунке представлены результаты моделиро-
вания замкнутой системы с регулятором по выходу 

(5), (6), (9), (10), (17)–(19) и параметрами ξd(0) = �
	3	
1
0
�,  

K1 = �
–1	
–1
–2
�, K2 = �–1

–2
�, L = �–2

–1
�, α1 = 1, α2 = 2, α3 = 3, 

μ = 20, γ = 100.
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Заключение

В работе рассмотрена задача синтеза следящего 
управления для класса нелинейных систем, где дви-
жение системы обусловлено произведением сигнала 
управления и динамической подсистемы, движимой 
тем же сигналом управления. Предложен метод дина-
мической линеаризации, декомпозирующий модель 
системы на две части, последовательно соединенные 
виртуальным управлением. Синтезирован закон управ-
ления, использующий измерение только выходной ре-

гулируемой переменной. Исходная система может быть 
неустойчивой. Параметры динамической подсистемы 
в контуре управления предполагаются известными, 
однако вектор состояния и начальные условия заранее 
неизвестны. В дальнейших исследованиях планируется 
ослабить принятые допущения о параметрической нео-
пределенности и собственных числах матрицы состоя-
ния динамической подсистемы в контуре управления, 
что позволило бы синтезировать закон управления для 
более широкого класса систем в общем виде.

Рисунок. Результаты моделирования замкнутой системы: временная диаграмма ξd (a); сигнал управления u (b); ошибки 
оценивания η = ξ(0) (c) и регулирования y – y* (d)

Figure. Results of closed-loop system simulation: time diagram ξd (a); control signal u (b); estimation errors η = ξ(0) (c) and 
regulation y – y* (d)
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RuPersonaChat: корпус диалогов для персонификации разговорных агентов
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Аннотация
Введение. Одним из способов повышения качества разговорных агентов является персонификация. 
Персонификация улучшает качество взаимодействия пользователя с разговорным агентом и повышает 
удовлетворенность пользователей за счет повышения консистентности и специфичности ответов. Диалог с 
агентом становится более последовательным, минимизируется противоречивость ответов, которые оказываются 
более конкретными и интересными. Для обучения и тестирования персонифицированных разговорных 
агентов требуются специфичные наборы данных, содержащие факты о персоне и тексты диалогов персон, в 
репликах которых используются факты о персонах. Существует несколько наборов на английском и китайском 
языках, содержащие в описании персоны в среднем пять фактов. Диалоги в наборах данных составлены 
пользователями краудсорсинга, которые многократно имитировали различные персоны. Метод. В данной 
работе предложена методика сбора оригинального корпуса данных, содержащего расширенный набор фактов 
о персоне и естественные диалоги между персонами. Новый корпус данных RuPersonaChat основан на трех 
различных сценариях записи: интервью, короткая беседа, длинная беседа. Впервые собран корпус данных для 
персонификации разговорных агентов, включающий естественные диалоги и расширенное описание персоны. 
Предложена дополнительная разметка набора данных, которая ставит в соответствие реплики персоны и 
факты о персоне, на основе которых она была сформулирована. Основные результаты. Разработана методика 
сбора оригинального корпуса тестовых данных, позволяющего осуществлять тестирование языковых моделей 
для решения большего количества задач в рамках разработки персонифицированного разговорного агента. 
Собранный набор данных включает 139 диалогов и 2608 реплик. Корпус использован для тестирования 
моделей генерации ответов и вопросов. Наилучшие результаты получены с использованием модели Gpt3-large 
(перплексия равна 15,7). Обсуждение. Собранный корпус данных RuPersonaChat может быть использован 
для тестирования персонифицированных разговорных агентов на возможность рассказать о себе собеседнику, 
ведения диалога с собеседником и использования фактической речи, учета длинного контекста при ведении 
диалога с пользователем.
Ключевые слова
методика сбора данных, диалоговые данные, разговорные агенты, персонификация, генерация вопросов и ответов 
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Abstract
Personalization is one of the keyways to improve the performance of conversational agents. It improves the quality of 
user interaction with a conversational agent and increases user satisfaction by increasing the consistency and specificity 
of responses. The dialogue with the agent becomes more consistent, the inconsistency of responses is reduced, and 
the responses become more specific and interesting. Training and testing personalized conversational agents requires 
specific datasets containing facts about a persona and texts of persona’s dialogues where replicas use those facts. There 
are several datasets in English and Chinese containing an average of five facts about a persona where the dialogues are 
composed by crowdsourcing users who repeatedly imitate different personas. This paper proposes a methodology for 
collecting an original dataset containing an extended set of facts about a persona and natural dialogues between personas. 
The new RuPersonaChat dataset is based on three different recording scenarios: an interview, a short conversation, and 
a long conversation. This is the first dataset for dialogue agent personalization collected which includes both natural 
dialogues and extended persona’s descriptions. Additionally, in the dataset, the persona’s replicas are annotated with 
the facts about the persona from which they are generated. The methodology for collecting an original corpus of test 
data proposed in this paper allows for testing language models for various tasks within the framework of personalized 
dialogue agent development. The collected dataset includes 139 dialogues and 2608 replicas. This dataset was used to 
test answer and question generation models and the best results were obtained using the Gpt3-large model  (perplexity 
is equal to 15.7). The dataset can be used to test the personalized dialogue agents’ ability to talk about themselves to the 
interlocutor, to communicate with the interlocutor utilizing phatic speech and taking into account the extended context 
when communicating with the user.
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Введение

В последние несколько лет получили значитель-
ное развитие системы разговорных агентов. Одним 
из подходов, позволяющим сделать человеко-компью-
терное общение более реалистичным и естественным, 
является персонификация разговорных агентов [1, 2]. 
Представление персоны разговорного агента вклю-
чает описание личностных и профессиональных ха-
рактеристик, предпочтений и т. д. Персонификация 
позволяет моделям решить проблему обычных разго-
ворных агентов, которые регулярно обладают непосле-
довательной индивидуальностью и не обладают явной 
долговременной памятью, что приводит к различным 
ответам на один и тот же вопрос и склонности к некон-
кретным ответам типа «я не знаю». Персонификация в 
интерактивных системах является важным фактором, 
улучшающим качество взаимодействия с системой и 
повышающим удовлетворенность пользователей за счет 
повышения согласованности и конкретности ответов. 
Персонификация делает диалог с системой более связ-
ным, минимизирует противоречивость ответов, делает 
их более конкретными и интересными.

Для обучения и тестирования персонифицирован-
ных разговорных агентов необходимы наборы данных, 
содержащие информацию о персоне и примеры диало-

гов. В настоящее время существует несколько наборов 
данных с диалогами, в которых в том или ином виде 
содержится информация о персоне, или другая ин-
формация, которая позволяет моделям, обученным на 
таких данных, вести с пользователем диалог, который 
наиболее приближен к естественному диалогу между 
двумя людьми.

Одним из самых используемых наборов данных 
является PersonaChat [3] и его расширенная версия 
ConvAI2 [4], в которых к каждому собеседнику в диало-
гах ставится в соответствие информация о его персоне. 
В данном случае персона представлена в виде пяти 
коротких предложений, например «I like to ski» или 
«I have a computer science degree». Описания персон, 
как и диалоги, были собраны методом краудсорсинга. 
Предполагается, что с помощью присвоения персоны, 
языковая модель сможет генерировать реплики, которые 
будут в меньшей степени противоречить друг другу.

Другим возможным способом персонификации раз-
говорного агента, может служить его обучение эмоци-
ональному диалогу. Так, например, в наборе данных 
Empathetic Dialogues [5] каждому диалогу ставится в 
соответствие эмоция, которая отражает настроение 
одного из собеседников. Таким образом, у двух собе-
седников появляется возможность вести эмоциональ-
ный диалог.

К.С. Апанасович, О.В. Махныткина, В.И. Кабаров, О.П. Далевская
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Между тем, если обучать модель нескольким навы-
кам, то она может показывать хорошие результаты в 
диалогах, используя эти навыки отдельно друг от друга, 
но у нее все еще могут быть проблемы при их смеши-
вании в одном диалоге, где в зависимости от ситуации 
необходимо проявлять эмпатию или рассказать что-то 
о своей персоне. В наборе данных Blended Skill Talk [6] 
собраны диалоги, где собеседники могут демонстриро-
вать различные навыки: показать свои знания, чуткость, 
личный опыт или персону.

Языковые модели ограничены тем, что могут рабо-
тать с текстовыми последовательностями относительно 
небольшой длины, из-за чего модель при ведении длин-
ного диалога забывает, о чем велась речь. В наборах 
данных Multi-Session Chat [7] и DuLeMon [8] данная 
проблема решена путем обучения модели запоминать 
в ходе ведения диалога новые факты о персонах своего 
собеседника и себе самой.

Существенной проблемой в развитии разговорных 
агентов является то, что большинство собранных набо-
ров данных содержат диалоги только на английском и 
китайском языках, в то время как на русском языке су-
ществует только один набор данных — Toloka Persona 
Chat Rus1, который по своей структуре схож с наборами 
PersonaChat и ConvAI2. При этом он не подразумевает 
возможности вести эмоциональный диалог, и не позво-
ляет обучить модель получать из реплик новые факты 
о персонах.

Все вышеперечисленные наборы данных имеют 
достаточно краткое описание персоны (пять фактов), 
при сборе данных один и тот же диктор имитирует речь 
нескольких персон, диалоги представляют собой корот-
кие беседы. В настоящей работе предложена методика 
сбора корпуса данных RuPersonaChat, отличающегося 
от существующих большей естественностью за счет 
использования реальных персон дикторов и разно-
образием тем диалогов. Это позволит использовать 
собранный набор данных для оценки качества языко-
вых моделей на нескольких задачах: вести короткие и 
длинные диалоги, уметь использовать факты о своей 
персоне и понимать факты о персоне собеседника с 
учетом, того, что персоны будут содержать значитель-
но большее количество фактов, чем в наборах данных 
PersonaChat и ConvAI2. 

Методика сбора корпуса данных

 Общая схема сбора корпуса данных RuPersonaChat 
показана на рис. 1. Одной из задач сбора данного кор-
пуса является тестирование того, насколько хорошо 
разговорный агент способен понимать заданную ему 
персону и персону собеседника и учитывать их при 
ведении диалога. Проведение подобных экспериментов 
было невозможно на наборах данных, содержавших 
пять фактов о персоне и короткие диалоги, в которых 
для генерации ответа можно было использовать только 
эти факты. При генерации ответа пользователю разго-
ворный агент осуществляет выбор факта о персоне, в 

1  [Электронный ресурс]. Режим доступа: https://toloka.ai/
datasets/ (дата обращения: 26.02.2024).

зависимости от контекста диалога, приближенного к 
естественному. Для оценки способности разговорного 
агента необходимо иметь существенно большее коли-
чество фактов о персоне.

В рамках разрабатываемой методики сбора корпуса 
данных были выделены основные тематики блоков 
вопросов: демографическая информация, образова-
ние, профессия и опыт работы, интересы, навыки, 
жизненная позиция, жизненные ситуации. Для более 
детального описания персоны, чем в наборах данных 
PersonaChat и ConvAI2, была составлена анкета из 94 
вопросов по сформулированным тематикам.

Методика сбора корпуса включает три сценария ве-
дения диалога, два из них (короткие диалоги-интервью 
и длинные диалоги-беседы) являются оригинальными и 
отсутствуют в существующих наборах данных.
1.	 Короткие диалоги-интервью: один из собеседников 

задает вопросы на одну тему другому собеседнику. 
Цель такого сценария — протестировать, насколько 
хорошо разрабатываемая модель способна расска-
зать о себе собеседнику.

2.	 Короткие диалоги-беседы, которые более похожи 
на обычное общение двух человек. Здесь оба собе-
седника обсуждают одну конкретную тему, задавая 
друг другу вопросы по ней. В данном сценарии 
тестируются навыки языковой модели в ведении ди-
алога с собеседником и использовании фатической 
речи.

3.	 Длинные диалоги-беседы, схожие с короткими бе-
седами, но отличающиеся длительностью записи, 
которая в данном случае должна превышать 20 мин. 
Такие беседы необходимы, чтобы проверить, как 
хорошо модель работает с длинным контекстом при 
ведении диалога с собеседником.
Запись диалогов осуществлена двумя способами: с 

использованием программы для организации видеокон-
ференций Zoom и мессенджера Telegram.

При первом способе выполнена запись речи собе-
седников, при этом речь каждого собеседника запи-
сана как отдельным файлом, так и в один общий, что 
в дальнейшем использовано для задачи диаризации 
речи собеседников. Запись осуществлена в тихой ком-
нате, без посторонних шумов и речи других людей. 
Далее  полученные записи автоматически переведены 
в текстовый формат с помощью модели автоматиче-
ского распознавания речи. Для выделения произне-
сений и их транскрибирования использована автома-
тическая система распознавания речи и фреймворк 
NeMo [9]. Система распознавания речи основана на 
пред обученной нейросетевой модели архитектуры 
Conformer [10]. 

При использовании второго способа сбор данных 
совершен путем ведения текстового диалога между 
двумя пользователями. Перед записью диалога собесед-
никам предлагалось выбрать тему, на какую они будут 
вести диалог. Список таких тем для обсуждения вклю-
чал темы об интересах, ситуациях из повседневной 
жизни (погода, технологии и др.), образовании, работе. 
Пример диалога представлен на рис. 2.

Для включения в диалоги эмоциональной речи 
были сформулированы дополнительные темы, через 

https://toloka.ai/datasets/
https://toloka.ai/datasets/
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обсуждение которых можно вызвать естественные 
эмоции у собеседников. Сами эмоции определялись в 
соответствии с моделью Экмана (нейтральная, радость, 
злость, отвращение, страх, грусть, удивление). Пример 
диалога представлен на рис. 3. Репликам ставились в 
соответствие вызванные эмоции, для каждой реплики 
определялось, какой факт или факты в ней упомянуты. 
В процессе сбора диалогов выяснилось, что в репликах 

часто использовались такие факты, которые не были 
предусмотрены анкетой ввиду того, что многие темы, 
на которые велись диалоги, были очень специфичны.

Описание корпуса данных

В настоящий момент корпус данных RuPersonaChat 
содержит 63 диалога, записанных с использованием 

Рис. 1. Схема сбора корпуса данных RuPersonaChat
Fig. 1. A scheme for collecting the corpus

Рис. 2. Фрагмент из диалога на тему предпочтений в еде
Fig. 2. Fragment of a dialog on food preferences
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программ для проведения видеоконференций Zoom, 
общая длительность диалогов в аудиоформате состав-
ляет 10 ч. Полученные диалоги включают в себя 1396 
реплик. Каждая реплика в среднем состоит из 36 слов. 
При этом один диалог мог включать до 15 фактов из 
анкеты для одного собеседника (рис. 4, а).

В сборе диалогов с использованием мессенджера 
Telegram (рис. 4, b) участвовало пять собеседников, 
всего было собрано 76 диалогов, которые суммарно 
содержат 1212 реплик. В среднем длина одной реплики 
составила 15,4 слова. 

Наиболее часто встречались факты, которые за-
трагивали темы интересов собеседников, их работы 
и образования. На рис. 5, а показана гистограмма с 
наиболее часто задаваемыми вопросами при сборе в 
Zoom, а на рис. 5, b — через Telegram.

Эмоциональная речь имитировалась только при 
сборе диалогов в Zoom. В диалогах чаще всего исполь-
зовалась нейтральная эмоция — в 1358 репликах. При 
этом в 17 диалогах хотя бы в одной реплике встреча-
лась другая эмоция. 

В табл. 1 представлено сравнение собранного корпу-
са данных RuPersonaChat с другими наборами данных с 
диалогами, в которых каждому собеседнику поставлена 
в соответствие его персона.

Размер полученного корпуса данных RuPersonaChat 
не позволяет использовать его для полноценного обуче-
ния, но полученных данных достаточно для проведения 
тестирования уже обученных моделей.

Тестирование моделей генерации  
ответов и вопросов

Собранный корпус данных использован для реше-
ния задачи генерации вопросов и ответов с учетом ха-
рактеристики персоны, речь которой будет имитировать 
разговорный агент на основе генеративных моделей. 
Для проведения экспериментов рассмотрены модели 
двух архитектур: Encoder-Decoder [11] модели T5-base 
и T5-large с 222 и 737 млн параметров [12] и Decoder-
only модели Gpt3-small, Gpt3-medium и Gpt3-large с 125, 
355 и 760 млн параметров [13]. Все модели были дооб-
учены на наборе данных Toloka Persona Chat Rus. Для 
сравнения результатов работы моделей использованы 
метрики: перплексия (perplexity, PPL) [14] и Bilingual 
Evaluation Understudy (BLEU)-1 [15]:
—	 PPL — безразмерная величина, которая является 

обратной к величине средней вероятности, при-
писываемой каждому слову тестовой строки. Чем 

Рис. 3. Фрагмент из диалога с разметкой по эмоциям и упоминаемым фактам 
Fig. 3. A fragment from a di alog with markup by emotions and facts mentioned

Рис. 4. Распределение встречаемости числа фактов о персоне в диалогах, собранных в Zoom (a) и в Telegram (b)
Fig. 4. Distribution of facts occurrence in dialogs collected in Zoom (a) and in Telegram (b)
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Рис. 5. Гистограмма с наиболее часто встречающимися вопросами при сборе диалогов в Zoom (а) и Telegram (b)
Fig. 5. Histogram with the most frequent questions in dialog collection in Zoom (а) and Telegram (b)

Таблица 1. Статистика по наборам данных
Table 1. Statistics on datasets

Название набора данных Язык набора 
данных

Количество фактов 
о  персоне

Число Среднее количество слов 

диалогов реплик в реплике в диалоге

PersonaChat Английский 5 10 907 162 064 11,9 177
ConvAI2 Английский 5 19 893 145 873 13,7 100
DuLeMon Китайский 5 27 501 400 472 19,7 287
Empathetic Dialogues Английский 1 24 850 64 609 15,3 40
Toloka Persona Chat rus Русский 5 10 013 168 783 6,1 103
RuPersonaChat Русский 94 139 2608 26,4 495

Таблица 2. Результаты экспериментов по генерации ответных реплик
Table 2. Results of experiments on answer generation

Модель
Toloka Persona Chat Rus RuPersonaChat

PPL ↓ PPL ↓ BLEU-1 ↑

Gpt3-small 13,6 17,9 0,191
Gpt3-medium 10,6 16,4 0,207
Gpt3-large 9,5 15,7 0,218
T5-base 16,8 20,7 0,201
T5-large 13,6 16,4 0,229
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меньше значение данной метрики, тем качество 
работы модели считается выше (↓);

—	 BLEU принимает значения от 0 до 1, рассчитыва-
ется как доля униграмм, совпавших с эталоном. 
Чем больше значение данной метрики, тем качество 
работы модели считается выше (↑).
Полученные результаты представлены в табл. 2. 

Выполнено сравнение результатов собранного корпуса 
данных RuPersonaChat и набора данных Toloka Persona 
Chat Rus.

Из табл. 2 видно, что для собранного корпуса дан-
ных RuPersonaChat получено более высокое значе-
ние PPL, что может быть объяснено тем, что диало-
ги в нем значительно длиннее, чем в корпусе Toloka 
Persona Chat Rus (среднее количество слов в диалоге 
в наборе данных Toloka Persona Chat Rus — 103, а в 
RuPersonaChat — 495) (табл. 1), и не всегда вся история 
диалога может быть помещена в модель.

Заключение

В работе представлена методика сбора корпуса 
текстовых данных, отличающего от существующих 
большей естественностью, и позволяющего тестиро-
вать модели для большого класса задач. Впервые пред-
ложено использовать в качестве описаний персон не 
искусственно созданные профили, а факты о реальных 
персонах. Анкеты, содержащие факты о персоне, запол-

нялись участниками сбора корпуса и далее записыва-
лись диалоги между этими людьми, в отличие от суще-
ствующих наборов данных, при сборе которых одному 
и тому же человеку предлагалось многократно записы-
вать диалоги имитируя разных персон. При использова-
нии искусственных описаний персон достаточно часто 
факты повторялись в репликах диалогов дословно, а не 
были встроены в речь как при естественных диалогах. 
Такой подход позволил осуществить запись диалогов 
по различным сценариям и существенно расширить 
описание персон с пяти фактов до 94. 

Предложена оригинальная разметка корпуса дан-
ных, включающая указание факта, который использо-
ван при ответе, и эмоциональную окраску ответа. Это 
существенно расширило потенциальный набор задач, 
для которых он может быть использован: извлечение 
информации о персоне из текстовых данных, генерация 
эмоциональных реплик, распознавание эмоционального 
состояния человека в диалоге. 

Проведение экспериментов с собранным корпусом 
данных RuPersonaChat для задачи генерации ответов 
и вопросов с использованием генеративных моделей 
показало, что набор данных имеет более сложную 
структуру и для решения задачи более качественной 
человеко-машинной коммуникации необходима моди-
фикация существующих и разработка новых подходов 
к персонификации разговорных агентов.
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Abstract
The goal of this study is to predict a software error using  Long Short-Term Memory (LSTM). The suggested system is 
an LSTM taught using the Whale Optimization Algorithm to save training time while improving deep learning model 
efficacy and detection rate. MATLAB 2022a was used to develop the enhanced LSTM model. The study relied on 19 
open-source software defect databases. These faulty datasets were obtained from the tera-PROMISE data collection. 
However, in order to evaluate the model performance to other traditional approaches, the scope of this study is limited 
to five (5) of the most highly ranked benchmark datasets (DO1, DO2, DO3, DO4, and DO5). The experimental results 
reveal that the quality of the training and testing data has a significant impact on fault prediction accuracy. As a result, 
when we look at the DO1 to DO5 datasets, we can see that prediction accuracy is significantly dependent on training 
and testing data. Furthermore, for DO2 datasets, the three deep learning algorithms tested in this study had the highest 
accuracy. The proposed method, however, outperformed  Li’s and Nevendra’s two classical Convolutional Neural 
Network algorithms which attained accuracy of 0.922 and 0.942 on the DO2 software defect data, respectively. 
Keywords
deep learning, software defect prediction, whale optimization algorithms, long short-term memory, machine learning, 
optimization algorithm
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Аннотация
Целью исследования является прогнозирование ошибки программного обеспечения с использованием 
долговременной кратковременной памяти (Long Short-Term Memory, LSTM). Предлагаемая система представляет 
собой LSTM, обучаемую с использованием алгоритма оптимизации китов (Whale Optimization Algorithm). 
Система обеспечивает экономию времени обучения. Одновременно повышается эффективность модели глубокого 
обучения (DL) и скорость обнаружения. Для разработки расширенной модели LSTM применен программный 
пакет MATLAB 2022a. Использованы 19 баз данных дефектов программного обеспечения с открытым исходным 
кодом. Ошибочные наборы данных получены из коллекции tera-PROMISE. Для оценки эффективности модели 
по сравнению с другими традиционными подходами объем исследования ограничен пятью наборами эталонных 
данных с наиболее высоким рейтингом (DO1, DO2, DO3, DO4 и DO5). Результаты экспериментов показали, 
что качество данных обучения и тестирования оказывает существенное влияние на точность прогнозирования 
ошибок. При анализе на наборах данных от DO1 до DO5 видно, что точность прогнозирования существенно 
зависит от результатов обучения и тестирования. Три алгоритма DL, протестированные на наборе данных DO2, 
показали самую высокую точность (0,942) в сравнении с двумя классическими алгоритмами с использованием 
сверточной нейронной сети Li’s и Nevendra’s (0,922). 
Ключевые слова
глубокое обучение, SDP, прогнозирование дефектов программного обеспечения, WOA, алгоритмы оптимизации 
китов, LSTM, долговременная память, машинное обучение, алгоритм оптимизации
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Introduction

Long Short-Term Memory (LSTM) are recurrent 
neural networks which are frequ  ently used to model 
sequential data such as time series or natural language 
[1]. The Convolutional Neural Network (CNN) are built 
neural networks [2], and they are mostly used for image 
recognition and categorization [1]. Whale Optimization 
Algorithm (WOA) is a novel optimization technique 
for tackling optimization issues [3]. Recurrent Neural 
Network (RNN) is a sort of artificial neural network that 
processes data sequences [4].  Software Defect Prediction 
(SDP) goal is to detect problematic modules in order 
to allocate testing resources more effectively, which is 
an economically significant activity in software quality 
assurance [5].

Review of Related Literature
Software faults frequently result in incorrect or 

unexpected outputs and unpleasant actions [6]. We 
concentrated on models that outperform a randomly 
selected defective class of greater than 80 % accuracy [7]. 
The prediction of software mistakes is crucial to delivering 
the required software quality on a software project. Despite 
the fact that Machine Learning (ML), particularly Deep 
Learning (DL), has been advocated for forecasting software 
problems, both suffer from insufficient accuracy, over 
fitting, and complicated structure [8].

Statement of the Problem 
The increasing quantity of software faults degrades its 

quality and reliability [9]. Defect detection is becoming 
increasingly critical, and present detection approaches 
might be improved significantly. Creating a critical SDP 
model on high-dimensional and restricted data remains 
a difficult task. Thus, the current study in [10] provides 
a strategy for detecting problematic modules in software 
using modified CNNs. However, because network 
training was slow, training time needed to be reduced and 

accelerated. Also, as indicated by the author [10], more 
robust DL algorithms can be investigated to improve 
the prediction accuracy of SDP. As a result, this study 
investigates the possibilities of the WOA-based LSTM 
algorithm in the construction of a more efficient prediction 
framework. According to the authors’ knowledge, this is the 
first time an LSTM model has been adjusted with WOA to 
improve the SDP method efficacy.

Aim and objectives
The goal of this research is to create a more efficient 

and optimal DL model for SDP. This research has the 
following objectives to: 
—	 Develop an efficient LSTM-based WOA model for 

SDP. 
—	 Accelerate the network training time of the proposed 

model.
—	 Enhance the suggested model overall prediction 

performance in terms of detection rate.
—	 Evaluate the proposed model accuracy, precision, recall, 

and F1.

Methodology

The primary purpose of this research is to outperform 
the current system by employing the WOA to train an 
LSTM for SDP. As a result, this part analyzes and discusses 
the existing framework flaws, as well as the suggested 
system, data collection, implementation, and assessment 
metrics. 

Fig. 1 depicts the overall workflow of the proposed 
approach. The improved LSTM-based WOA model 
developed here was used to predict flaws in software 
projects. This method involves two stages: model creation 
and prediction. The WOA is used to train the LSTM model 
in order to reduce the training time of the DL model. 
Because of its higher accuracy, LSTM is preferred over 
CNN for processing time series data. 

A. Aliyu Aihong, B. Imam Ya’u, U. Ali, A. Ahmad, M. Abdulrahman Lawal
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Long Short-Term Memory
LSTM is more accurate than traditional RNNs [11]. 

It was first proposed in [12]. Memory blocks, as opposed 
to RNN, are discrete units found in the LSTM recurrent 
hidden layer [11]. Memory blocks are made up of memory 
cells with self-connections that record the network temporal 
state as well as specific multiplicative units called gates that 
regulate information flow. In the original architecture, each 
memory block featured three distinct gate types: an input 
gate, an output gate, and a forget gate [11].

Whale Optimization Algorithm 
The WOA makes use of a population of search agents 

tasked with locating the best global solution to optimization 
problems. Like alternative population-based algorithms, 
the search process starts with the generation of a set of 
randomly generated solutions (candidate solutions) for a 
given problem [3]. WOA is distinguished from different 
algorithms by rules that enhance the candidate solutions 
at every stage of optimization. In reality, WOA imitates 
the hunting behavior of humpback whales by locating and 
attacking prey using a technique known as “bubble-net” 
feeding. LSTM optimization for shorter training durations 
is a critical problem, particularly when working with 
large datasets and complex models [3]. As a result, the 
WOA was used in this study to accelerate the training of 
LSTM networks, as one of our key goals is to investigate 
the computing time of the algorithms as a measure for 
evaluating the model quality.

Dataset Description

This study gathered information from an article 
published in [10]; many journals and websites were 
consulted during the data collection procedure. The 
University of California Irvine (UCI) ML repository is 
a highly important site for collecting open source and 
free datasets for ML1. The researcher used 19 open-

1 Sayyad Shirabad J. and Menzies T.J. PROMISE Repository 
of Software Engineering Databases, School of Information 
Technology and Engineering, University of Ottawa, Canada. 

source software defect datasets to estimate the prediction 
abilities of the proposed LSTM base WOA model. These 
problematic datasets were obtained from the tera-PROMISE 
data collection. The scope of this study, however, is limited 
to five of the best ranking benchmark datasets in order to 
compare the model performance to that of other traditional 
approaches. The PROMISE repository was inspired by 
the UCI ML repository1. The datasets were read as XLS 
file and were divided into 80 % for training and 20 % 
for testing in order to develop a model. The dataset was 
pre-processed by carrying out data cleaning/scrubbing to 
remove typographical errors and inconsistencies in the 
data. We then saved the dataset in the format required by 
MATLAB through data formatting phase.

Table 1 shows the statistics of utilized datasets. Column 
one shows the dataset ID (D.ID), column two shows the 
dataset name, column three shows the line of code, and 
column four show the number of instances and defects. The 
line of code (LOC) it was also introduced. 

Table 2 lists the characteristics of the dataset. Columns 1 
and 3 include the feature Ids (F.ID), while columns 2 and 4 
provide the features name for all datasets.

To obtain the desired result, the input size was set to 
5, the number of hidden units to 200, and the number of 
classes to 3. These parameters are described as follows:
—	 The series Input Layer function takes an argument 

called Input Size. It is the feature dimension, or the 
number of rows in the matrix in each cell.

—	 Num Hidden Units is an LSTM Layer function 
parameter that specifies the number of hidden units in 
the LSTM network.

—	 The argument of completely Connected Layer is the 
number of labels which is the number of wolves to be 
identified in this study.
Table 3 shows the parameters settings for the proposed 

algorithm. In this work, the LSTM layer is used to analyze 
the sequence both forward and backward. The XLS file 
was opened. With a total of 600 iterations, the number of 

2005. Available at: http://promise.site.uottawa.ca/SERepository 
(accessed: 09.02.2024).

Fig. 1. Workflow of the proposed model

http://D.ID
http://F.ID
http://promise.site.uottawa.ca/SERepository
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search agents was limited to 40. The details of the chosen 
benchmark function were loaded. 

Table 4 defined all the layers of the network. We specify 
the classifier’ training options. Set Max Epochs to 7, and 
the network will iteratively run over the training data seven 
times. We chose a batch size of 27 to allow the network to 
evaluate 13 training signals at the same time. Plots can be 
set to “training-progress” to show training progress as the 
number of iterations grows. We set verbose to false to avoid 
producing the table output that matches the data given in 
the visual. We use the same mini-batch size as for training 
to categorize the test data, which is then used to determine 
the prediction accuracy. The WOA strategy is used in this 

study to maximize the network optimal weight by searching 
through the identified agents as indicated during design.

Evaluation Parameters and Performance Metrics

Following implementation, the suggested system will 
be evaluated based on its performance. The performance 
parameters for this work include accuracy, convergence 
speed, and precision score. These parameters are computed 
mathematically as follows:

Accuracy: This performance metric is concerned with 
the model correct prediction, and it may be stated as: 

	 Accuracy = .

Precision: Precisions tell you how exact or accurate 
your model is in terms of anticipated positives and how 
many of them are true positives. When the cost of false 
positives is substantial, precision is a good metric to use. It 
can be stated numerically as:

	 Precision = .

Table 1. Statistics of Dataset

D.ID Datasets LOC Instance/Defect

D01 log4j-1.0 21,549 135 / 34
D02 log4j-1.2 38,191 205 / 189
D03 lucene-2.0 50,596 195 / 91
D04 lucene-2.2 63,571 247 / 144
D05 lucene-2.4 102,859 340 / 203
D06 poi-1.5 55,428 237 / 141
D07 poi-2.0 93,171 314 / 37
D08 poi-2.5 119,731 385 / 248
D09 poi-3.0 129,327 442 / 281
D10 synapse-1.0 159,254 440 / 71
D11 synapse-1.1 42,302 222 / 60
D12 synapse-1.2 53,500 256 / 86
D13 velocity-1.4 51,713 196 / 147
D14 velocity-1.6 57,012 229 / 78
D15 xalan-2.4 225,088 723 / 110
D16 xalan-2.5 304,860 803 / 387
D17 xalan-2.6 411,737 885 / 411
D18 xerces-1.2 159,254 440 / 71
D19 xerces-1.3 167,095 453 / 69
— Total 2,306,238 7,147 / 2,858

Table 2. Features in the datasets

F.ID Features name F.ID Features name

1 wmc 11 moa
2 dit 12 mfa
3 noc 13 cam
4 cbo 14 ic
5 rfc 15 cbm
6 lcom 16 amc
7 lcom3 17 ca
8 npm 18 ce
9 loc 19 max_cc
10 dam 20 avg_cc

Table 3. Parameters Settings for the proposed algorithm

Parameter Settings

Sequence Input Layer 4
LSTM Layer 100
Fully Connected Layer 2
SoftMax Layer 1
Classification Layer 1
Max Epochs 7
Mini Batch Size 27
Verbose False
Learn Rate Schedule Piecewise
Maximum Iterations 600
input Size 5
Num Hidden Units 200
Num Classes 2

Table 4. Parameter Settings

Parameter Setting

Layer of Sequence Input Input size
The LSTM Layer 2
Layer Completely Connected 1
Softmax Layer 1
Classification Layer 1
Max Epochs 7
Mini Batch Size 27
Gradient Threshold 1
Verbose False
Execution Environment CPU
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Recall: Recall seeks to determine what percentage 
of true positives was accurately detected. It is written 
mathematically as:

	 Recall =  .

F1: is a function of accuracy and recall; it may be 
more appropriate to use when we want to strike a balance 
between precision and memory and there is an even class 
distribution (a high number of genuine negatives). It can be 
stated numerically as:

	 F1 = 2 .

Where TP (True Positive) shows whether instances 
where the actual class of the data point was 1 (true) and the 
projected class was also 1 (true)?

TN (True Negative) shows whether instances where the 
actual class of the data point was 0 (false) and the projected 
class was also 0 (false)?

FP (False Positive) shows whether instances where the 
actual class of the data point was 0 (false) and the expected 
class was 1 (true)?

FN (False Negative) shows whether instances when the 
actual class of the data point was 1 (true) and the predicted 
class was 0 (false)?

Result and Discussion

We use a static analysis-based evaluation sub-module 
to benchmark the DL architectures. On publicly available 
datasets containing collected samples, the performance 
of numerous traditional ML and DL methods for SDP is 
studied. In this part, the proposed methodologies were 
tested against the most extensively used software defect 
classification approach (CNN) on benchmark datasets. 
Precision, recall, accuracy, and F1 were all recorded for 
each one. The study was carried out on a system powered 
by an Intel Core i7 processor. The simulation output is 
evaluated and compared in three stages, beginning with 
accuracy and progressing to training performance.

From Table 5, each of the evaluation metrics (accuracy, 
precision, recall and F1) was reported between 0 and 
100. In each case, the higher is the value the better is the 
model performance. It is quite obvious that the proposed 
system achieved the best performance in terms of accuracy, 
precision, recall and F1.

Classification Accuracy
The three DL algorithms used in this study had the highest 

accuracy. In addition, the suggested system produced a 
higher classification accuracy of 0.975 on the DO2 software 
defect data than the other classical CNN systems utilized by 
[6] and [10], which reached 0.922 and 0.942, respectively. 
This means that the suggested model outperformed the 
most recent DL approach in accurately predicting the 
presence of faults. Fig. 2 compares the suggested model 
performance to that of the existing CNN approach.

Precision
On the DO2 software defect data, the suggested 

system achieved the highest precision score of 0.968 when 
compared to the other classical CNN algorithms utilized by 
[6] and [10], which achieved accuracy of 0.952 and 0.902, 
respectively.

From the Fig. 3, we can see that the proposed system 
achieved the best precision score of 0.968 on the DO2 
software defect data compare to the other classical CNN 
approaches used by [6] and [10] which achieved accuracy 
of 0.952 and 0.902, respectively.

Recall 
The suggested method had the highest precision score 

of 0.989 on the DO2 software defect data when compared 
to the other classical CNN systems utilized by [6] and [10] 
which had accuracy of 0.962 and 0.910, respectively. 
However, precision and recall are sometimes merged into a 
single statistic known as the F1 which strikes a compromise 
between the two. 

As seen from the Fig. 1, the proposed system achieved 
the best precision score of 0.989 on the DO2 software 
defect data compare to the other classical CNN approaches 

Table 5. Performance comparison with classical CNN architectures on the same dataset

Data
Li’s CNN Nevendra’s CNN Proposed WOA-LSTM

Acc Pre Rec F1 Acc Pre Rec F1 Acc Pre Rec F1

D01 0.682 0.623 0.533 0.574 0.748 0.756 0.778 0.767 0.942 0.951 0.936 0.923
D02 0.922 0.902 0.910 0.906 0.942 0.952 0.962 0.957 0.975 0.968 0.989 0.978
D03 0.468 0.528 0.570 0.548 0.628 0.638 0.646 0.642 0.969 0.927 0.932 0.930
D04 0.583 0.573 0.568 0.570 0.618 0.658 0.648 0.653 0.931 0.941 0.936 0.925
D05 0.597 0.586 0.592 0.589 0.697 0.721 0.732 0.726 0.903 0.974 0.932 0.926
Average 0.666 0.664 0.670 0.666 0.775 0.782 0.790 0.786 0.934 0.952 0.935 0.926

Fig. 2. Classification accuracy for all methods
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used by [6] and [10] which achieved accuracy of 0.962 and 
0.910, respectively. 

F1
On the DO2 software defect data, the suggested system 

achieved the highest F1 of 0.978 when compared to the 
other classical CNN systems utilized by [6] and [10], which 
achieved 0.957 and 0.906, respectively.

From Fig. 5, the proposed system achieved the best F1 
of 0.978 on the DO2 software defect data compare to the 
other classical CNN approaches used by [6] and [10] which 
achieved accuracy of 0.957 and 0.906, respectively.

In general, it can be clearly noticed that our proposed 
method (WOA-LSTM in Fig. 6) achieved the highest 
accuracy with 0.934, precision 0.952, recall 0.935, and 
F1 with 0.926, irrespective of the software defect datasets 
used. Compared to the existing CNN in [6], which achieved 

the values: accuracy 0.666, precision 0.664, recall 0.67, and 
F1 0.666 (Li’s CNN in Fig. 6); and existing CNN in [10] 
which achieved the values: accuracy 0.775, precision 0.782, 
recall 0.79, and F1 0.786 (Nevendra’s CNN in Fig. 6).

Computational Complexity

The  recommended model, WOA-LSTM, achieved the 
fastest run time of 112 s, beating 195 s in [6], and CNN 
203 s in [10]. This means that the proposed technique 
significantly accelerated network training while also 
providing a more efficient DL model for early detection 
of software flaws. After ten separate runs, the average 
performance for the scenario of algorithm execution time is 
shown. The testing of the three techniques on DO2 software 
data is depicted in Fig. 7.

Discussion

This study presents an optimized DL technique, 
specifically the LSTM employing WOA, to improve the 
prediction performance of software problems.

Limitation
The research was limited to a simulation technique 

and did not cover model upgrades, integration with 
development tools, or developer cooperation. As a result, 
real-world deployment must be thoroughly investigated. 
Future research will look into the practical issues of 
deploying LSTM-based defect prediction models in real-
world software development environments. Researchers 
might focus on making LSTM models more interpretable 
in the future, allowing developers and testers to understand 
why particular predictions are generated. The research 
relied on limited or specific datasets, which may have 
resulted in a lack of diversity in terms of software projects, 

Fig. 3. Precision for all methods

Fig. 4. Recall for all method

Fig. 5. F1 for all methods

Fig. 6. Average performance score for all methods

Fig. 7. Average converging time for all algorithms
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programming languages, or sectors. This shortcoming may 
limit the suggested method applicability to numerous real-
world settings. The study may have drawbacks due to the 
proposed method sensitivity to hyper parameters or specific 
setups. It may be necessary to investigate the method 
resilience in relation to different parameter values further. 

The st udy provided an optimized DL methodology 
based on the WOA; however, it did not provide a full 
comparison to other state-of-the-art defect prediction 
models or approaches. The proposed method computing 
requirements may be a limitation. Future research could 
look at combining the proposed improved DL method with 
ensemble techniques. It would be possible to investigate 
how integrating various models could improve defect 
prediction accuracy and robustness. Future research should 
look on ways to make the model decisions more visible 
and intelligible, allowing software programmers to better 
grasp the reasoning behind defect predictions. An area of 
interest could be the development of a real-time defect 
prediction framework based on the optimal DL algorithm. 
LSTM could be used in SDP research to detect, mitigate, 
and assure fairness and ethical issues.

Recommendation 
It is recommended in the future to look at transfer 

learning approaches that allow pretrained LSTM models 
(for example, on one project or domain) to be fine-tuned 
for defect prediction on various projects or domains. This 
may eliminate the requirement for large labeled datasets 
for each project. In the future, we should address the issue 
of imbalanced datasets in software prediction. Imbalanced 
datasets are widespread in this domain; therefore, research 
into how to employ LSTM networks successfully for 
such datasets is critical. This research also recommends 
investigating in the future how LSTM models may capture 
and use time-related features of software development. 
Understanding how historical data affects future defect 
prediction might be useful as software projects change 
over time. We also recommend in the future looking into 
incorporating diverse data modalities (for example, source 

code, bug reports, and version history) into LSTM-based 
models for defect prediction. Combining data from many 
sources has the potential to improve prediction accuracy.

Creating methods for estimating the uncertainty or 
confidence associated with LSTM-based predictions. 
Understanding when the model is uncertain might be 
essential for making decisions. The research also strongly 
recommends investigating ways to adapt LSTM models to 
changing software projects. In actuality, software projects 
grow, and models should be able to react to new data 
without retraining extensively. Look into approaches for 
protecting sensitive software data while utilizing LSTM 
models for fault prediction. It is critical to follow data 
protection regulations. Conduct comparative studies 
that compare LSTM-based approaches to other ML and 
classical defect prediction techniques in order to better 
understand the strengths and drawbacks of LSTM in 
various contexts. Investigate how LSTM models can 
be integrated into human-in-the-loop defect prediction 
systems, which combine machine predictions with human 
expertise.

Conclusion

The suggested system is an LSTM taught with the 
WOA to reduce training time while improving DL model 
efficacy and detection rate. In general, we can conclude that 
the suggested model runs in less than 2 minutes on the DO2 
datasets. CNN was revealed to be the most sluggish [10] 
of all the algorithms tested. The WOA successfully limits 
premature convergence toward local optima and establishes 
the appropriate values for the LSTM weights and biases, 
which accounts for the technique’s success. The results 
demonstrated that the WOA can increase convergence 
speed. The basic mechanism that helped this algorithm 
avoid the multiple local solutions to the difficulty of 
training DL algorithms was the random selection of prey in 
each selection. The property is inherited by the WOA-based 
trainer, which outperforms all classical CNN algorithms.
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Гарантированное обнаружение структурных аномалий в потоковых данных 
с использованием метода RRCF: выбор параметров обнаружителя  
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Аннотация
Введение. Предложены метод стабилизации обнаружения структурных аномалий в условиях аддитивных шумов, 
а также алгоритм формального выбора параметров решающего правила в обнаружителе структурных аномалий 
на основе метода Robust Random Cut Forest (RRCF). Метод. В рамках разработанного метода, для стабилизации 
процесса обнаружения структурных аномалий в условиях воздействия аддитивных шумов, предложено подавать 
на вход RRCF-обнаружителя поток данных, который предварительно обработан одним из методов цифровой 
фильтрации. При этом правило принятия решения об обнаружении аномалии строго формализовано и прозрачно 
интерпретируется. Основные результаты. Формализован выбор параметров стабилизированного методами 
предварительной фильтрации данных входного потока обнаружителя аномалий на базе RRCF. Параметр 
обнаружителя, выбранный в рамках предложенный схемы, гарантирует априорно заданную верхнюю границу 
для вероятности ложной тревоги при принятии решения об обнаружении структурной аномалии. Это свойство 
строго доказано и оформлено в виде теоремы. Эффективность работы стабилизированного RRCF-обнаружителя 
аномалий исследована численным методом. Достигнутые результаты подтверждают работоспособность 
рассмотренного подхода при условии выбора порога обнаружения предложенным способом. Приведен пример 
практического использования предложенного RRCF-обнаружителя. Обсуждение. Разработанный подход 
перспективен для обнаружения структурных аномалий в условиях зашумления наблюдений аддитивной помехой, 
в случае, когда важно гарантировать верхнюю границу для вероятности ложной тревоги. В частности, подход 
может найти применение при контроле технологических режимов прокачки жидкости в трубопроводных 
системах или в системах обнаружения предотказных состояний технологического оборудования. 
Ключевые слова
Robust Random Cut Forest, обнаружение структурных аномалий, потоковая обработка данных, гарантированное 
обнаружение аномалий
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A method for stabilizing structural anomaly detection under additive noise conditions as well as an algorithm for formal 
selection of the parameters of the solver rule in the structural anomaly detector based on the Robust Random Cut Forest 
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(RRCF) method are proposed. In the framework of the developed approach, in order to stabilize the process of structural 
anomaly detection under the influence of additive noise, it is proposed to feed to the input of the RRCF-detector a data 
stream which is pre-processed by one of the digital filtering methods. In this case, the decision rule for anomaly detection 
is strictly formalized and transparently interpreted. The selection of parameters of the RRCF-based anomaly detector 
stabilized by pre-filtering methods of the input data stream is formalized. The RRCF-detector parameters choice within 
the proposed scheme guarantees a predetermined upper bound for the false alarm probability when deciding to detect a 
structural anomaly. This property is rigorously proved and formalized as a theorem. The performance of the stabilized 
RRCF-detector is investigated numerically. The achieved results confirm the performance of the proposed approach 
provided that the detection threshold is selected in the way proposed in this paper. An example of practical application 
of the proposed method is presented. The developed approach is promising for the detection of structural anomalies 
in conditions of observation additive noise, in a situation where it is important to guarantee an upper bound for the 
probability of false alarm. In particular, the approach can find application in monitoring technological regimes of liquid 
pumping in pipeline systems or in systems for detecting pre-failure states of technological equipment.
Keywords
Robust Random Cut Forest, structural anomaly detection, streaming data processing, guaranteed anomaly detection
For citation: Timofeev A.V. Guarantee structural anomaly detection in streaming data using the RRCF model: 
selection of detector parameters and its stabilization under additive noise conditions. Scientific and Technical 
Journal of Information Technologies, Mechanics and Optics, 2024, vol. 24, no. 2, pp. 230–240 (in Russian). doi:  
10.17586/2226-1494-2024-24-2-230-240

Введение

Проблема оперативного обнаружения аномалий в 
непрерывном потоке данных часто встречается на прак-
тике, например, в системах контроля технологических 
процессов, при обнаружении мошенничества (fraud) в 
банковских транзакциях, для обеспечения безопасно-
сти телекоммуникационных сетей, а также в других 
прикладных областях [1–12]. В ряде случаев, практиче-
ски приемлемый уровень показателей эффективности 
решения данной задачи обеспечивают классические 
методы, основанные на обнаружении разладки случай-
ных процессов (change point detection), а также методы, 
основанные на использовании машинного обучения 
(«one class SVM» и др.). Всем этим методам характерны 
как достоинства, так и недостатки. Основным недо-
статком этих методов является сравнительно низкая 
чувствительность к малоамплитудным структурным 
аномалиям, когда по амплитудно-частотным характери-
стикам аномалия отличается от нормы незначительно. 
Частично эти недостатки способен компенсировать 
сравнительно новый метод ансамблевого обнаруже-
ния аномалий, который называется Robust Random Cut 
Forest (RRCF) [13]. В настоящей работе исследовано 
несколько важных свойств данного метода, сформи-
рована методика определения его параметров, а также 
изучены способы стабилизации процесса обнаружения 
аномалий в условиях аддитивных шумов, отличных от 
классического метода стабилизации «bagging» [14]. 
Под стабилизацией понимается внесение в метод RRCF 
определенных алгоритмических дополнений, которые 
обеспечивают сохранение способности данного метода 
к эффективному обнаружению структурных аномалий 
при наличии аддитивного центрированного шума на-
блюдений с конечной дисперсией. 

Определения и постановка задачи

Пусть в моменты времени T = (t0, t1, …) выполнены 
измерения случайного процесса z(t), ∀t ∈ T: z(t) ∈ Z, где 
множество Z — априорно задано. Существуют апри-

орно неизвестные величины τ1, τ2 ∈ T такие, что для 
некоторых функций ρ, g (ρ ≠ g) допустима запись:

	 z(t) = 
g(t) + ξ(t), t ∉ [τ1, τ2]
ρ(t) + ξ(t), t ∈ [τ1, τ2] , t ∈ T,

где функции ρ, g — неизвестны; ξ(t) — шумовой 
случайный процесс c неизвестным распределением; 
Eξ(t) = 0, Eξ2(t) = σ2 < ∞; 

t≠k
Eξ(t)ξ(k) = 0; σ — величина 

неизвестна. Здесь и далее E(x) — математическое ожи-
дание величины x, а P(ω) — вероятность события ω.

Необходимо   создать   решающее   правило  
Ψ(t, θ|{z(t)|t ∈ T}) такое, что 

	 [Ψ(t, θ|{z(t)|t ∈ T}) = true] ⇒ [t ∈ oε([τ1, τ2])],

	 [Ψ(t, θ|{z(t)|t ∈ T}) = false] ⇒ [t ∉ oε([τ1, τ2])],

а для априорно заданной величины α ∈ ]0, 1[ имеет 
место следующее неравенство:

	 P(Ψ(t, θ|{z(t)|t ∈ T}) = true|t ∉ oε([τ1, τ2])) ≤ α,	 (1)

где oε([τ1, τ2]) — ε-окрестность замкнутого интервала 
[τ1, τ2], где oε([τ1, τ2]) = oε([τ1 – ε, τ2 + ε]) для некоторой, 
достаточно малой величины ε > 0; θ — порог принятия 
решения, величина которого зависит от функции g и 
априорно неизвестной константы σ. 

Процесс ΦT = {z(t)|t ∉ [τ1, τ2]} назовем базовым (фо-
новым) процессом, а процесс AT = {z(t)|t ∈ [τ1, τ2]} — 
аномалией.

Robust Random Cut Forest  
для обнаружения аномалий

В основе метода RRCF лежит идея оперативного 
контроля сложности анализируемого фрагмента по-
тока наблюдений, которая является новой для задач 
данного класса [13]. В последние годы метод RRCF 
часто используется на практике [15, 16]. Допустим, что 
аномалия представляет собой редкое событие, тогда 
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можно считать, что в основу функционирования RRCF 
положена следующая последовательность шагов. 
1.	 Формируется лес F (F-ансамбль) из бинарных де-

ревьев. Число деревьев и листьев в каждом дере-
ве являются настроечными параметрами, которые 
адаптируются под анализируемый процесс. 

2.	 При поступлении партии новых наблюдений (то-
чек) формируется сдвигающееся окно, состоящее 
из точек, которые вставляются в каждое дерево из 
F-ансамбля с использованием формального мето-
да — «вставка в бинарное дерево». Напомним, что 
каждый узел в бинарном дереве представляет собой 
«признак разделения», который является спосо-
бом разделения пространства наблюдений на два 
подмножества. В случае бинарного дерева каждый 
узел может быть «левым» или «правым», что со-
ответствует двум возможным значениям признака 
разделения. Когда реализуется операция вставки 
новой точки в бинарное дерево, всегда выбирается 
признак разделения для этой точки на основе неко-
торой стратегии. При использовании метода RRCF, 
признак разделения выбирается случайным образом 
из всех возможных вариантов. Такой метод выбора 
служит для обеспечения устойчивости к изменени-
ям в данных, в рамках bagging-идеологии. Таким 
образом, операция «вставка в бинарное дерево» 
осуществляется для случайно выбранного признака 
разделения. В итоге все деревья из F-ансамбля мо-
дифицируются различным способом. Постепенно в 
структуре F-ансамбля отображается фоновая (нор-
мальная) модель процесса ΦT. Через некоторое вре-
мя, в зависимости от темпа поступления входных 
данных, фоновая модель будет обучена инкремен-
тальным методом. Другими словами, F-ансамбль бу-
дет настроен на норму ΦT, причем сложность нормы 
известна и определена структурой инкрементально 
обученного F-ансамбля. 

3.	 Окно из точек сдвигается на шаг по времени и про-
изводится оценка того, насколько изменилась слож-
ность модели после добавления группы точек из 
окна? Если оцененная сложность модели превысила 
некоторый порог, считается, что в окне содержатся 
точки, соответствующие аномалии. Таким образом, 
сложность анализируемой порции точек (измере-
ний) значимо отлична от сложности F-ансамбля и 
в результате можно сделать вывод о наличии ано
малии. 
В качестве функции, измеряющей сложность мо-

дели, используется некоторая функция, определен-
ная для каждой вершины дерева и зависящая от его 
глубины, которая называется коллизионным переме-
щением (Collusive Displacement, CoDisp). В случае, 
если функция CoDisp определяется для группы точек, 
образующих сдвиговое окно, величина CoDisp сначала 
вычисляется для каждой точки (по всему F-ансамблю), 
а в качестве итога рассчитывается среднее значение по 
всем точкам. Фактически функция CoDisp представляет 
собой меру ранжирования вершин внутри дерева, ко-
торое в зависимости от величины некоторого порога θ, 
позволяет отделить аномальные измерения от нормаль-
ных. В рамках метода RRCF, при выборе порогового 

значения θ для величины CoDisp практически опреде-
ляется то, какие вершины будут считаться аномалиями, 
в частности, к множеству аномальных относятся все 
вершины, для которых функция CoDisp > θ. Чем ниже 
порог θ, тем больше вершин считаются аномалиями, 
и наоборот. В ряде научных работ, где рассмотрен ме-
тод RRCF, не приводится методика выбора порога θ, 
поэтому данная методика представлена в настоящей 
работе.

Напомним, что операция insert_point (вставка новой 
точки в бинарное дерево Tr) описывается следующей 
последовательностью действий.
1.	 Процедура начинается с корня дерева.
2.	 Значение вставляемой точки сравнивается с теку-

щим узлом. Если значение меньше, точка сдвигается 
влево (в направлении «левого» поддерева), если 
больше — вправо (в направление «правого» подде-
рева).

3.	 Процесс продолжается до тех пор, пока не будет 
найден пустой узел (либо узел, в котором нет ни 
одного из потомков), куда и вставляется новая точка.
На практике операция insert_point означает создание 

нового узла и добавление его в дерево в соответствии с 
правилами бинарного дерева. Как следует из [13], в от-
личие от стандартного бинарного дерева поиска, RRCF 
использует механизм случайного выбора признака, по 
которому будет производиться разделение. При этом 
остальные признаки все равно участвуют в разделении, 
определяя какой узел будет являться родительским для 
новой точки. Такой подход делает метод RRCF более 
устойчивым к выбросам и менее чувствительным к вы-
бору признаков. Когда новую точку данных вставляют 
в дерево из F-ансамбля, функция CoDisp вычисляет: 
насколько сильно включение этой точки меняет струк-
туру дерева. Если включение новой точки значительно 
увеличивает сложность модели (увеличивает битовую 
глубину дерева), то аномальность этой точки считается 
более вероятной. Заметим, что для включения в бинар-
ное дерево аномальной точки обязательно потребуется 
использование большей битовой глубины. И наоборот: 
для включения в бинарное дерево «нормальной» точки 
будет использована битовая глубина, характерная для 
инкрементально обученного дерева. Важно отметить и 
то, что вставляемые точки, которые находятся ближе к 
корню дерева, скорее всего не будут считаться выбро-
сами. Это обусловлено тем, что точки ближние к корню 
обычно имеют больше общего с остальной частью 
данных, и поэтому менее вероятно то, что эти точки 
принадлежат аномальному процессу AT.

Обратим внимание, что деревья в RRCF не обу-
чаются в «традиционном» смысле: они обучаются на 
потоке данных по мере их поступления при условии, 
что поступающие данные являются нормальными (фо-
новыми). Иначе говоря, эти данные должны быть эле-
ментами процесса ΦT. При этом каждая вставленная 
точка изменяет структуру дерева в F-ансамбле, что в 
свою очередь влияет на способность дерева классифи-
цировать новые точки данных. Таким образом, вставка 
точки данных в дерево в RRCF является частью процес-
са инкрементального обучения модели. Из изложенного 
следует, что сложность модели можно представить как 

Гарантированное обнаружение структурных аномалий в потоковых данных с использованием метода RRCF...
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сумму битовых глубин всех узлов дерева. При этом 
аномалия определяется как точка (группа точек), ко-
торая значительно увеличивает сложность модели при 
ее включении в дерево. Количественная оценка изме-
нения сложности модели в методе RRCF может быть 
выражена как ожидаемое изменение битовой глубины 
всех листьев в дереве из F-ансамбля при удалении точ-
ки z. Такое изменение обозначим Disp (d-смещение). 
Изменение Disp является ключевым аспектом опреде-
ления аномалий в RRCF и, согласно работе [3], прини-
мая допущение о равновероятности деревьев Tr ∈ F, 
определяется в виде: 

Disp(z, Z) = ∑
Tr,y∈Z–z

(f(y, Z, Tr) – f(y, Z – z, Tr))∙|F|–1, 	 (2)

где |F| — мощность F-ансамбля; Z — множество из-
мерений (точек); f(y, Z, Tr) — глубина точ ки y ∈ Z в 
бинарном дереве Tr. 

В работе [3] рассмотрена важная концепция опреде-
ления d-смещения, которая учитывает так называемые 
«дубликаты» или «близкие дубликаты» («colluders») 
измерений, существование которых способно маски-
ровать наличие выбросов. Определения этих важных 
понятий будут даны далее по тексту. Данная концепция 
состоит в том, что если существует только один ано-
мальный выброс (назовем его первым), то проблем с 
определением d-смещения, согласно формуле (2), нет: 
величина Disp(z, Z) будет значительна. Проблема воз-
никает в том случае, когда рядом с первым аномальным 
выбросом существует второй, близкий к первому. В 
этом случае d-смещение при удалении второго, в при-
сутствии первого, будет сравнительно малым, так как 
при удалении из дерева второй выброс сдвинет первый 
внутри дерева. Такое поведение может привести к тому, 
что второй выброс будет маскировать наличие пер-
вого выброса, делая его менее заметным для метода 
RRCF. В этом случае первая и вторая аномалии назы-
ваются «дубликатами» или «близкими дубликатами», 
для которых на английском языке используют термин 
«colluders». Чтобы нивелировать данную проблему, в 
[3] предложен концепт «Duplicate Resilience», в рамках 
которого осуществлена модификация формулы (2). При 
модификации также вычислено d-смещение (функция 
CoDisp), которое реализовано при одновременном уда-
лении целого набора «colluders», представляющего со-
бой множество Cz ⊆ Z и находящихся рядом с целевой 
точкой z ∈ Z. В работе [1] функция CoDisp определена 
следующим образом:

	 CoDisp(z|Z|S|) =

	 = E
S⊆Z,T

�max
Cz⊆S

    ∑
y∈S–Cz

(f(y, S, Tr) – f(y, S – Cz, Tr))�, 	

где f(y, S, Tr) — глубина точки y ∈ S ⊆ Z в бинарном 
дереве Tr, для некоторого (достаточно большого) 
S ⊆ Z; Cz — множество «colluders», соответствующих 
точке z ∈ S ⊆ Z. Отметим, что при условии концеп-
та «Duplicate Resilience», элементы «colluders» соот-
ветствуют таким элементам данных, которые имеют 
схожую структуру или поведение, и поэтому могут 

быть рассмотрены в качестве дубликатов (или близких 
дубликатов) друг друга.

Определение функции CoDisp(z|Z|S|) расширяет 
понятие модификации модели бинарного дерева Tr с 
учетом дубликатов удаляемой (добавляемой) точки, а 
также близких дубликатов, которые могут «замаски-
ровать» наличие выбросов. При этом функция CoDisp 
вычисляется как ожидаемое изменение глубины точек 
в бинарном дереве Tr из F-ансамбля, когда набор точек 
Cz, содержащий интересующую нас точку z, удаляется 
из бинарного дерева Tr. Элементы «colluders» в этом 
контексте — элементы данных, которые удаляются 
вместе с элементом z. 

Параметры и некоторые особенности  
метода RRCF

Основными параметрами метода RRCF являются:
—	 мощность F-ансамбля: |F|;
—	 верхняя граница размера деревьев Tr ∈ F: tree_size;
—	 длина сдвигового окна: shingle_size; 
—	 порог принятия решения: θ.

Чем больше величина |F|, тем устойчивее результат 
и выше вычислительные затраты. В ином случае, чем 
больше tree_size, тем устойчивее результат и выше 
вычислительные затраты. В свою очередь, чем больше 
shingle_size, тем больше чувствительность метода к 
слабовыраженным аномалиям, но при этом увеличива-
ется величина |oε([τ1, τ2])| – |τ1 – τ2| = 2ε, т. е. падает точ-
ность оценивания интервала [τ1, τ2]. Выбор параметров 
|F|, tree_size и shingle_size в основном определяется 
величинами ρ, g и σ, которые, как правило, на практике 
априорно неизвестны. 

Однако важно то, что сам принцип построения вели-
чины CoDisp свидетельствует о том, что для t ∉ [τ1, τ2] 
распределение величин CoDisp(z(t)|·), для сравнитель-
но небольших значений параметра σ, в общем слу-
чае должны иметь почти стационарный характер. 
Многочисленные вычислительные эксперименты под-
тверждают эту гипотезу. 

Рассмотрим следующую модель для CoDisp(z(t)|·):

 	 ∀t ∉ [τ1, τ2]: CoDisp(z(t)|·) = m(ρ, g, σ) + ς(t).	 (3)

Здесь для набора ρ, g, σ величина m(ρ, g, σ) = 
= const(ρ, g, σ), а для величин {ς(t)} верно: Eς(t) = 0, 
Eς2(t) = const < ∞, 

k,l
Eς(k)ς(l) = 0. Случайная величина 

ς(t) зависит от {ξ(t)} и ρ.
Для  некоторого  τ < τ1  обозначим:  CoDisp(τ) = 

= ∑
t≤τ

 CoDisp(z(t)|·)τ–1.

Теорема. Пусть:
1.	 допустимо представление (3);
2.	 для некоторого Pc ∈ ]0, 1[: θτ = CoDisp(τ) + (1 + τ–0,5)× 

×� �
0,5

.

Тогда P(CoDisp(τ) < θτ) ≥ Pc.
Доказательство. Рассмотрим очевидное представ-

ление:
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	 CoDisp(τ) = m(ρ, g, σ) + ∑
t≤τ

ς(t)·τ–1 = m(ρ, g, σ) + ς(τ).

На основании неравенства Чебышева имеет место 
следующее неравенство:  

	 P�m(ρ, g, σ) ≤ CoDisp(τ) + � �
0,5

� ≥ Pc.

Из которого следует неравенство:

	 P�m(ρ, g, σ) ≤ CoDisp(τ) + � �
0,5

� ≥ Pc.

Рассмотрим события wm, wm, wς, wς и wθ, определен-
ные следующим образом:

	 wm: �m(ρ, g, σ) ≤ CoDisp(τ) + � �
0,5

�,

	 wm: �m(ρ, g, σ) > CoDisp(τ) + � �
0,5

�,

	 wς: �|ς(τ)| ≤ � �
0,5

�,

	 wς: �|ς(τ)| > � �
0,5

�,

	 wθ: {CoDisp(τ) < θτ}.

На основании неравенства Чебышева имеют место 
неравенства:

	 P(wm) ≤ (1 – Pc)/2, P(wς) ≤ (1 – Pc)/2. 	 (4)

Используя совместно неравенства Буля и (4), по-
лучим:

	 P(wmwς) ≥ 1 – (P(wm) + P(wς)) ≥ 

	 ≥ 1 – ((1 – Pc)/2 + (1 – Pc)/2) ≥ Pc. 
	 (5)

Очевидна импликация:

	 wmwς ⇒ wθ. 	 (6)

Из выражений (5) и (6) следует доказываемое 
утверждение.□

Использование θτ в качестве параметра «порог при-
нятия решения», согласно сделанным предположениям 
и доказательству Теоремы, гарантирует, что 

	 P(Ψ(t, θ|{z(t)|t ∈ T}) = true|t ∉ oε([τ1, τ2])) = 

	 = P(CoDisp(τ) ≥ θτ|τ < τ1) ≤ 1 – Pc.

Если для заданного значения α выбрать Pc = 1 – α, то 

	 P(Ψ(t, θ|{z(t)|t ∈ T}) = true|t ∉ oε([τ1, τ2])) ≤ α.

В результате выполнено условие (1) постановки 
задачи. 

При этом правило принятия решения Ψ(·) имеет 
вид:

	
(Ψ(t, θ|{z(t)|t ∈ T}) = true) если (CoDisp(τ) ≥ θτ)

(Ψ(t, θ|{z(t)|t ∈ T}) = false) если (CoDisp(τ) < θτ)
.

Таким образом, требования постановки задачи вы-
полнены: правило принятия решения сформулировано, 
а следование этому правилу гарантирует заданную 
верхнюю границу для вероятности ложной тревоги. 

Так как Eς2(τ) априорно неизвестно, эту величину 
следует оценить по доступным наблюдениям ΦT. Для 
этих целей целесообразно использовать обычную выбо-
рочную, несмещенную оценку величины Eς2(τ), которая 
эффективна для больших величин τ: 

	 Varτ[CoDisp(τ)] =

	 = ∑
t≤τ

(CoDisp(τ) – CoDisp(z(t)|·))2(τ – 1)–1.

В этом случае выражение для порога имеет следу-
ющий вид:

θτ = CoDisp(τ) + (1 + τ–0,5)� �
0,5

. 	 (7)

Для устранения негативного воздействия помех 
{ξ(t)} и стабилизации метода RRCF, под которой под-
разумевается сохранение способности к обнаружению 
структурных аномалий в условиях искажения наблю-
дений аддитивным центрированным шумом с конеч-
ной дисперсией, предлагается применить цифровую 
фильтрацию к входному потоку данных. При этом, 
перед использованием метода RRCF, наблюдения {z(t)} 
подвергаются обработке одним из заданного множества 
цифровых фильтров.

В качестве показателя, который характеризует ста-
бильность RRCF при фиксированной дисперсии σ2 
аддитивного центрированного шума и использовании 
фильтра f предлагается использовать следующую ме-
трику:

	 S(f)(σ|Pσ
(f), Pσ

(0)) = Pσ
(f)(log104)log10� �,

где Pσ
(f) и Pσ

(0) — вероятности обнаружения структур-
ной аномалии методом RRCF в условиях искажения 
наблюдений аддитивным центрированным шумом с 
дисперсией σ2 при использовании фильтра типа f и без 
использования фильтрации зашумленных наблюдений.

В дальнейшем, в том случае, когда это не вызывает 
неоднозначностей, вместо S(f)(σ|Pσ

(f), Pσ
(0)) будем ис-

пользовать сокращенный вариант обозначения: S(f)(σ).  
С учетом того, что Pσ

(f), Pσ
(0) ∈ [0, 1] легко видеть, что 

f
:S(f)(σ) ∈ [0, 1]. Эта функция линейно зависит от Pσ

(f) 

и ее величина пропорциональна логарифму величины 
(1 + Pσ

(f))(1 + Pσ
(0))–1. Таким образом, величина S(f)(σ) 

тем больше, чем больше величина Pσ
(f) превосходит 

Pσ
(0), и наоборот. Другими словами, если вероятность 

обнаружения структурной аномалии с использованием 
фильтра f велика, и она выше, чем вероятность обна-
ружения этой аномалии без использования фильтра, то 

Гарантированное обнаружение структурных аномалий в потоковых данных с использованием метода RRCF...
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показатель S(f)(σ) возрастает. Максимальное значение 
величины S(f)(σ) — единица. И наоборот, если вероят-
ность обнаружения структурной аномалии с использо-
ванием фильтра f низка, и она ниже, чем вероятность 
обнаружения этой аномалии без использования филь-
тра, то показатель S(f)(σ) уменьшается. Минимальное 
значение величины S(f)(σ) — нуль. Таким образом,  
S(f)(σ) интерпретируемо характеризует эффективность 
использования фильтра f при стабилизации метода 
RRCF. Условимся называть эту метрику «обобщенным 
показателем стабилизации». В разделе «Численные 
исследования» показана иллюстрация использования 
различных типов фильтров f, а также предварительный 
анализ их эффективности.  

Численные исследования 

Выбор конкретного фильтра зависит от специфики 
наблюдаемого процесса {z(t)}. Рассмотрим результаты 
использования технологии метода RRCF с параметра-
ми: |F| = 120, tree_size = 140, shingle_size = 5. Выполним 
предварительную фильтрацию для следующего про-
цесса:
—	 ρ(t) = Asin2(Tt – Tφ) + 0,5Acos2(T1t – Tφ) + C + ξ(t), 

A = 30, C = 70, φ = 20, T = 2π/100, T1 = T/2; 
—	 g(t) = Gcos2(T2t) + ξ(t), τ1 = 445, τ2 = 455, G = 90, 

T2 = π/500.
Здесь A, G — амплитудные параметры модели; t — 

время; С — константа уровня; T, T1, T2 и φ — пара-
метры модели, определяющие ее частотно-фазовые 
характеристики. 

Величины ξ(t) распределены по нормальному закону 
с нулевым средним и среднеквадратическим отклоне-
нием σ, σ ∈ {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6}. На рис. 1 представлен 
график этого процесса при σ = 2.

Как видно из рис. 1, аномалия слабо выражена и 
замаскирована аддитивным шумом.  Исследуем рас-
пределение CoDisp(z(t)|·), t ∉ [τ1, τ2] для различных 
вариантов реализации цифрового фильтра. В данном 
эксперименте использованы следующие типы фильтров 
(табл. 1).

На рис. 2 представлены плотности распределения 
величины CoDisp(·) для всех вариантов фильтрации 

(табл. 1). Каждая секция полученных зависимостей 
содержит изображение плотностей распределения 
CoDisp(·), соответствующих конкретному фильтру f и 
σ ∈ {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6}.

Из рис. 2 видно, что плотности распределения ве-
личины CoDisp(·) всегда имеют унимодальный тип, 
с выраженной правой асимметрией (right-skewed 
distribution, positive skewness). С увеличением диспер-
сии помехи асимметрия данного типа увеличивается. 
Зависимости показали, что различные фильтры влияют 
на плотность распределения CoDisp(·) различным об-
разом, с тенденцией к обострению функции распреде-
ления в области максимума. Иначе говоря: чем лучше 
работает фильтр, тем уже становится распределение 
вероятности.

Визуально, результаты работы фильтров median 
и order_filter выглядят предпочтительнее. Что полно-
стью подтверждается результатами моделирования, 
которые показаны на рис. 3 и в табл. 2. Для получения 
сравнительных данных по эффективности стабилиза-
ции метода RRCF для различных фильтров выполнена 
серия вычислительных экспериментов, при которых 
для фильтров f осуществлена оценка величин Pσ

(f), Pσ
(0),  

соответствующих σ ∈ {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6}, а также вы-
числены значения S(f)(σ). Мощность каждой серии экс-
периментов, проводимой для уникальных f и σ, равна 

Рис. 1. Модельный процесс (при σ = 2) со слабо 
выраженной аномалией, которая выделена цветным 

прямоугольником
Fig. 1. Model process with a weak anomaly (highlighted by 

colored rectangle)

Таблица 1. Используемые фильтры
Table 1. Digital filters used

Обозначение фильтра Общие характеристики фильтра

symiirorder сглаживающий IIR-фильтр (рекурсивный фильтр, БИХ-фильтр) с зеркально-симметричными 
граничными условиями с помощью каскада секций первого порядка. Параметры фильтра: С0: 
2, Z1:0,01 [17]

lfilter фильтр с конечной импульсной характеристикой (фильтр скользящего среднего). Размер гаус-
сового окна: 4 [17]

 order_filter порядковый фильтр 4-го ранга. Маска фильтра: [–1, –1, –1, 0,1, 1,1] [17]
median обычный медианный фильтр. Размер окна фильтра: 5 [17]
savgol фильтр Savitzky-Golay, который применяется для сглаживания данных и устранения шума. 

Основан на использовании локальной полиномиальной аппроксимации. Параметры фильтра: 
длина окна — 12; порядок полинома — 10; режим расширения — nearest [18]

non без фильтрации

А.В. Тимофеев
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50. В табл. 2 представлены значения Pσ
(f) для множества 

фильтров Fs = {non, savgol, lfilter, median, symiirorder, 
order_filter}, где non соответствует случаю отсутствия 
предварительной фильтрации. Зададим величину допу-
стимой нижней границы Pper ∈ [0, 1] для Pσ

(f) на уровне 
0,9, т. е. Pper = 0,9. В табл. 2 жирным шрифтом выделе-

ны значения Pσ
(f), которые превышают Pper. Отметим, 

что данное представление результатов — одна из 
возможных форм представления факта обнаружения 
аномалии методом RRCF для разных вариантов реа-
лизации предобработки (фильтрации) входного потока 
измерений {z(t)}, соответствующих использованию 

Рис. 2. Плотности распределения функции CoDisp при использовании различных фильтров для различных интенсивностей 
аддитивного шума, определяемых величиной σ: non (a); symiirorder (b); lfilter (c); order_filter (d); median (e); savgol (f)

Fig. 2. CoDisp distribution densities with different filters for various additive noise intensities defined by σ. Diagrams: no filters (a); 
symiirorder filter (b); lfilter filter (c); order_filter filter (d); median filter (e); savgol filter (f)
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различных типов фильтров f ∈ Fs. Полученные данные 
свидетельствуют: результаты обнаружения аномалии 
данного типа для рассмотренных вариантов предо-
бработки f ∈ Fs, при повышении интенсивности шума 
(величины σ), далеки от идеального. В первую очередь 
это обусловлено тем, что смоделированная структур-
ная аномалия довольно слаба на фоне воздействия ад-
дитивного шума {ξ(t)}. Тем не менее, использование 
фильтра order_filter позволило устойчиво обнаружить 
аномалию для всех σ ∈ {0, 1, 2, 3, 4}. Ожидаемо наи-
худшие результаты соответствуют варианту non (полное 
отсутствие предобработки).

На рис. 3 представлены графики зависимостей  
S(f)(σ) от значений σ для фильтров f ∈ Fs. Серой пун-
ктирной линией обозначена сглаженная допустимая 
нижняя граница величины обобщенного показателя ста-
билизации при Pper = 0,9 в виде Sper

(f) (σ) = S(f)(σ| Pper, Pσ
(0)).  

Если S(f)(σ) ≤ Sper
(f) (σ), считается: при данном значении σ 

стабилизированный при помощи f ∈ Fs метод RRCF — 
неэффективен. Из рис. 3 следует: наибольшую эффек-
тивность обеспечивает RRCF-обнаружитель, стабили-
зированный фильтром order_filter. В данном случае при 
Pper = 0,9 обеспечивается обнаружение структурной 

аномалии для всех σ ∈ {0, 1, 2, 3, 4}. Фильтры savgol, 
lfilter, median и symiirorder показали приблизительно 
равную эффективность стабилизации метода, обеспе-
чивая обнаружение аномалии для всех σ ∈ {0, 1, 2}. 

В процессе выполненных расчетов порог принятия 
решения об обнаружении аномалии выбирался соглас-
но выражению (7). На рис. 4 представлены варианты 
реализации случайной величины CoDisp(·), соответ-
ствующие различным фильтрам f ∈ Fs и σ помехового 
процесса. Зеленая пунктирная линия обозначает порог 
принятия решения θ. Область реализации аномалии 
выделена розовым цветом.

Представленные результаты доказывают: использо-
вание фильтрации в качестве предварительной обработ-
ки данных стабилизирует метод RRCF в условиях воз-
действия аддитивной помехи высокой интенсивности. 

Пример практического использования

Стабилизированный метод RRCF применен для 
обнаружения аномальных вибраций трубопроводной 
конструкции в системе отвода шахтных вод в криоли-
тозоне. Давление рассола, который отводится через эту 

Таблица 2. Значения величины Pσ
(f) для разных фильтров f и значений σ

Table 2. Values of Pσ
(f) for various filters f and values of σ

Значение σ Тип фильтра 

non savgol lfilter median symiirorder order_filter

0 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
1 0,81 0,98 0,98 0,98 0,99 1,00
2 0,32 0,95 0,90 0,97 0,98 0,99
3 0,00 0,30 0,20 0,35 0,40 0,98
4 0,00 0,10 0,05 0,03 0,20 0,96
5 0,00 0,00 0,00 0,00 0,05 0,35
6 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00

Рис. 3. Зависимости величины обобщенного показателя стабилизации S(f)(σ) от значений σ для фильтров f ∈ Fs
Fig. 3. Dependence S(f)(σ) vs. σ values for different f ∈ Fs
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систему, в зимний период достигает 18 бар и более, а 
элементы трубопроводной конструкции часто располо-
жены на неровной поверхности, с ярко выраженными 
спусками и подъемами. Общее напряженно-деформи-
рованное состояние конструкции изменяется в зави-
симости от состояния ее опор, степени изношенности 
элементов трубопроводной системы, технологических 
режимов перекачки, а также вследствие влияния иных 
факторов. О состоянии напряженно-деформированного 
состояния конструкции, согласно ГОСТ 57727-20071, 
можно объективно судить по характеру ее вибрации. 
В процессе оптоволоконного мониторинга вибрации 
трубопроводной конструкции [19] существует необ-
ходимость обнаруживать моменты смена режимов ви-
брации (МСРВ), которые происходят, например, из-за 
смены технологического режима прокачки рассола, в 
момент начала неуправляемого разрушения элемента 
конструкции или при изменении напряженно-деформи-
рованного статуса элемента конструкции во время про-
седания опоры на слабом грунте. Обнаружение МСРВ 
крайне важно для результатов мониторинга, поэтому 
эта задача выделяется в отдельный информационный 
процесс. При этом сами МСРВ, в зависимости от их 
причины, могут быть как достаточно частыми (регуляр-
ными), так и крайне редкими (проседание опоры или 
лавинообразный процесс разрушения конструкции). По 

1 ГОСТ 57727-2007 Техническая диагностика. Акустико-
эмиссионная диагностика. Общие требования. Введен 
01.10.2007. М.: Издательство стандартов, 2007.  11 с.

этой причине, в базе данных наблюдений за динамикой 
вибрации конструкции трубопровода в основном при-
сутствуют регулярные МСРВ. Именно для обнаружения 
этого типа МСРВ и был применен стабилизированный 
метод RRCF с конфигурацией |F| = 200 , tree_size = 150, 
shingle_size = 30, order_filter. Используются два неза-
висимых обнаружителя, периоды адаптации которых 
равны 30 мин, но сдвинуты друг относительно друга 
на 15 мин. Согласно используемым определениям, в 
процессе адаптации строится модель ΦT. После окон-
чания периода адаптации производится сброс настроек 
к начальным и процесс адаптации начинается вновь. 
Данная схема показала высокую практическую эф-
фективность в условиях, когда вибрационные образы 
технологических режимов отличались сравнительно 
высокой нестабильностью вследствие специфики рабо-
ты насосного оборудования и искажений, возникающих 
в измерительном канале. В результате многочисленных 
экспериментов было выяснено, что стабилизированный 
метод RRCF с вероятностью близкой к 100 % обнару-
живает регулярные МСРВ, обеспечивая задержку при-
нятия решения не хуже 10–15 с. Предложенный метод 
обеспечивал не более одного ложного срабатывания 
в сутки. Достигнутые показатели приемлемы прак-
тически и были достигнуты потому, что регулярные 
МСРВ, в отличие от ранее рассмотренного примера, со-
ответствуют достаточно контрастным, скачкообразным 
изменениям множества параметров, характеризующих 
вибрацию конструкции и отражающихся в реализации 
наблюдаемого процесса {z(t)}. 

Рис. 4. Примеры реализации функции CoDisp, соответствующие различным значениям σ помехового процесса для фильтров: 
non, σ = 2 (a); order_filter, σ = 2 (b); median, σ = 6 (c); order_filter, σ = 6 (d)

Fig. 4. Examples of CoDisp realizations corresponding to different filters and different σ of the noise process: no filtering, σ = 2 (a); 
ordinal filter, σ = 2 (b); median filter, σ = 6 (c); ordinal filter, σ = 6 (d)

Гарантированное обнаружение структурных аномалий в потоковых данных с использованием метода RRCF...
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Обсуждение

Как показали проведенные исследования, стабили-
зированный при помощи предварительной фильтрации 
метод RRCF представляет собой мощный метод для 
обнаружения аномалий в потоке данных, обладая спо-
собностью обнаруживать слабо выраженные аномалии 
структурного типа в потоке данных, искаженном ад-
дитивной помехой высокой интенсивности. В рамках 
данного исследования был строго обоснован выбор 
порога принятия решения θ. Возможно, порог θ, вы-
числяемый в рамках предложенной процедуры, явля-
ется чрезмерно осторожным, так как алгоритм выбора 
этого параметра основан на использовании неравенства 
Чебышева. Предположительно, чтобы выбрать порог θ 
более оптимально, необходимо вместо неравенства 
Чебышева использовать Pc-квантиль, построенный по 
выборочному распределению ΦT. С другой стороны, 
стабилизация RRCF на базе фильтрации, несмотря 
на ее кажущуюся очевидность, должна быть изучена 

более глубоко: оптимально было бы сформулировать 
более формальные правила настройки фильтров в за-
висимости от статистических свойств ΦT. Эти вопросы 
являются предметом дальнейших исследований. 

Заключение

В работе исследована стабилизация и выбор пара-
метров метода Robust Random Cut Forest (RRCF) для 
обнаружения аномальностей в потоке зашумленных 
данных. Предложенные методы позволяют сделать 
RRCF-обнаружитель более устойчивым к воздействию 
аддитивных помех, а также формализовать процеду-
ру определения порога принятия решения, обеспечи-
вающую верхнюю границу для вероятности ложной 
тревоги. Предложенная модификация метода RRCF 
была апробирована при решении реальной задачи, 
результаты апробации подтвердили ее практическую 
эффективность. 
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Abstract
The development of methods for automatic recognition of objects in a video stream, in particular, recognition of sign 
language, requires large amounts of video data for training. An established method of data enrichment for machine 
learning is distortion and noise. The difference between linguistic gestures and other gestures is that small changes 
in posture can radically change the meaning of a gesture. This imposes specific requirements for data variability. The 
novelty of the method lies in the fact that instead of distorting frames using affine image transformations, vectorization 
of the sign language speaker’s pose is used, followed by noise in the form of random deviations of skeletal elements. To 
implement controlled gesture variability using the MediaPipe library, we convert to a vector format where each vector 
corresponds to a skeletal element. After this, the image of the figure is restored from the vector representation. The 
advantage of this method is the possibility of controlled distortion of gestures, corresponding to real deviations in the 
postures of the sign language speaker. The developed method for enriching video data was tested on a set of 60 words 
of Indian Sign Language (common to all languages and dialects common in India), represented by 782 video fragments. 
For each word, the most representative gesture was selected and 100 variations were generated. The remaining, less 
representative gestures were used as test data. The resulting word-level classification and recognition model using the 
GRU-LSTM neural network has an accuracy above 95 %. The method tested in this way was transferred to a corpus of 
4364 videos in Vietnamese Sign Language for all three regions of Northern, Central and Southern Vietnam. Generated 
436,400 data samples, of which 100 data samples represent the meaning of words that can be used to develop and 
improve Vietnamese sign language recognition methods by generating many variations of gestures with varying degrees 
of deviation from the standards. The disadvantage of the proposed method is that the accuracy depends on the error of 
the MediaPipe library. The created video dataset can also be used for automatic sign language translation.
Keywords
Vietnamese sign language, Indian Sign Language, sign language recognition, MediaPipe, coordinate transformation, 
vector space, random noise, GRU-LSTM, one-shots, data augmentation 
For citation: Dang Khanh, Bessmertny I.A. ViSL One-shot: generating Vietnamese sign language data set. Scientific 
and Technical Journal of Information Technologies, Mechanics and Optics, 2024, vol. 24, no. 2, pp. 241–248. doi:  
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ViSL One-shot: генерация набора данных вьетнамского языка жестов
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Аннотация
Введение. Разработка методов автоматического распознавания объектов в видеопотоке, в частности 
распознавания жестового языка, требует больших объемов видеоданных для обучения. Устоявшимся методом 
обогащения данных для машинного обучения является искажение и зашумление. Отличие языковых жестов 
от других жестов состоит в том, что небольшие изменения позы могут радикально менять смысл жеста. Это 
накладывает специфические требования к вариативности данных. Метод. Новизна метода состоит в том, что 
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вместо искажений кадров с помощью афинных преобразований изображений используется векторизация позы 
сурдодиктора с последующим зашумлением в виде случайных отклонений элементов скелета. Для реализации 
управляемой вариативности жестов с помощью библиотеки MediaPipe жест преобразуется в векторный формат, 
где каждый вектор соответствует элементу скелета. Далее выполняется восстановление изображения фигуры 
из векторного формата. Достоинством предложенного метода является возможность управляемого искажения 
жестов, соответствующего реальным отклонениям поз сурдодиктора. Основные результаты. Разработанный 
метод обогащения видеоданных протестирован на наборе из 60 слов индийского языка жестов (общего для 
всех языков и диалектов, распространенных на территории Индии), представленных 782 видеофрагментами. 
Для каждого слова выбран наиболее репрезентативный жест и сгенерировано 100 вариаций. Остальные, 
менее репрезентативные жесты, использованы в качестве тестовых данных. В результате получена модель 
классификации и распознавания на уровне слов с использованием нейронной сети GRU-LSTM с точностью 
выше 95 %. Метод апробирован на наборе данных из 4364 видео на вьетнамском языке жестов для трех 
регионов Северного, Центрального и Южного Вьетнама. Сгенерировано 436 400 образцов данных, из которых 
100 образцов представляют значения слов, которые могут использоваться для разработки и совершенствования 
методов распознавания языка жестов на вьетнамском языке за счет генерации множества вариаций жестов 
с разной степенью отклонения от эталонов. Обсуждение. Недостатком предложенного метода является 
зависимость точности от ошибки библиотеки MediaPipe. Создаваемый набор видеоданных может также 
использоваться для автоматического сурдоперевода.
Ключевые слова 
вьетнамский язык жестов, индийский язык жестов, распознавание языка жестов, MediaPipe, преобразование 
координат, векторное пространство, GRU-LSTM, обогащение данных
Ссылка для цитирования: Данг Х., Бессмертный И.А. ViSL One-shot: генерация набора данных вьетнамского 
языка жестов // Научно-технический вестник информационных технологий, механики и оптики. 2024. Т. 24, № 2. 
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Introduction

Artificial intelligence technology used to solve sign 
language processing problems, such as sign language 
reco gnition or sign language interpretation, has deep 
humanistic significance in order to reduce communication 
distances between people with hearing impairments and 
society. The main problem here is the lack of representative 
training datasets. Popular and published sign language 
video datasets include: Word-Level American Sign 
Language [1, 2], including 2000 American Sign Language 
signs; RWTH-PHOENIX-Weather 2014T [3] — dataset of 
German Sign Language. The most representative dataset 
is the Indian Sign Language dataset [4] which contains 
4287 videos depicting 263 words with 15 different word 
categories that will be further used to test the method 
developed by the authors.

It should be noted that all available video data with 
gestures is formed in the form of a sign language dictionary 
and is intended primarily for training deaf people and 
sign language interpreters and cannot be used for training 
automatic gesture recognition systems because the number 
of samples is too small and will lead to overfitting [5]. 
To create a dataset for use in a deep learning model for a 
sign language recognition task, you can use the following 
methods:
—	 Manual method involving a large number of actors 

who speak sign language, with different body sizes 
at different ages. This method produces very good 
data sets, but requires a lot of time and effort. There is 
currently no published sign language dataset that meets 
the above standards.

—	 Automatic method based on Generative Adversarial 
Network (GAN), including discriminatory and 
generative networks [6], where the discriminatory 
network is responsible for trying to distinguish real data 
from fake ones, and the generative network generates 

fake data, and the goal is to generate data that is most 
similar to the real ones, which makes the discriminator 
indistinguishable [7]. GAN technology allows you to 
generate another face from the original face [8], various 
human poses [9], learn modeling from individual 
images and videos [10], and create new data samples 
containing invisible objects [11]. These techniques 
implement affine transformations and do not reflect 
the real variability of sign language gestures where the 
deflection angles of skeletal elements and movement 
trajectories play a decisive role.

—	 The method for generating simulations of poses and 
gesture forms uses calculations of vector coordinate 
transformations in space and the addition of random 
noise based on the features of frame coordinate points 
extracted from the MediaPipe library. This method 
generates a large number of data samples, reduces 
computation time, and is not complex but very efficient. 
The characteristic of this method is that data samples 
are generated from an initial data sample (one-shots). 
The details of the method are presented in the next 
section.

Presentation of the Research Problem

Extracting coordinate features of gestures in sign 
language videos using the MediaPipe library

 MediaPipe1 is a fast, compact and powerful solution 
for solving artificial intelligence problems, such as object 
detection, hand landmark detection, gesture recognition, 
image generation, etc. [12–16]. In our study, the MediaPipe 
library will be used to extract the coordinates of objects 
associated with sign language gestures. Fig. 1, a, b 
describes the location coordinates of the characteristic 

1  Available at: https://developers.google.com/mediapipe 
(accessed: 22.11.2023).

https://developers.google.com/mediapipe
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points of interest to us. Fig. 1, c converts coordinate objects 
into vector space.

We can summarize the main research problem of 
creating a dataset from one-off data as follows (Fig. 2).

The input sign language video sample will be processed 
on every frame. At time t, corresponding to the ith frame, 
the MediaPipe library will extract the coordinates [x, y, z], 
where the X, Y coordinates are local to the region of interest 
and range from [0.0, 255.0]. The Z coordinate is measured in 
“image pixels” as the X and Y coordinates and represents the 
distance relative to the subject’s hip plane which is the origin 
of the Z axis. A K-means clustering model is used to ensure 
consistency in the number of frames characterizing gestures 
in a sign language video, and to set the input parameters 

for a neural network model processing time series data. 
After obtaining data frames typical of a video, we proceed 
to compute a vector coordinate transformation in space to 
generate video samples that mimic the original standard 
video. The problem with generating multiple video samples 
that mimic the original standard video is the following.

Available data. A sign language dictionary with the 
meaning of each word provided by a sign language expert. 
We consider these to be standard sign language gestures. 
To resemble the process of simulating real-life activities, 
the original sample video was named “teacher video”. The 
created video samples are video simulators.

Task. It is necessary to create videos of imitators 
imitating the teacher’s gestures.

Fig. 1. Extraction of coordinate features of sign language gestures in video (a, b) and representation in vector space (c).
1–24 — skeleton key points

Fig. 2. Summary of the process of generating sign language data samples from an input video sample (а) and simulating the 
generation of gestures that imitate the teacher's gestures (b)
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Data samples have the following two important 
properties: 

Property 1. Different physical parameters of sign 
language speakers; 

Property 2. Different amplitudes of deviations of 
skeletal elements.

Based on the above two properties, to generate a data 
sample according to property 1, we will use the method of 
calculating and transforming coordinates in vector space. 
To generate a data sample according to property 2, we need 
to add random noise to the characteristic coordinate points 
obtained after building properties 1 & 2. In the next section, 
we will analyze and present this method in detail.

Generating multiple samples of sign language video 
data from the original sample

Generating imitator gesture samples based on 
the original standard gesture samples by computing 
coordinate transformations in vector space

Let At be the point space of gesture feature locations 
in the sign language video, extracted at the tth frame in the 
input video. Φ is the selected association map that turns 2 
points into vector Ai,j.

 We can then write in general form:

	 Φ: At × At → Vt,

where Vt is the vector space at the tth frame. 
According to the rule for selecting linked coordinate 

points in the vector space at the tth frame, every 2 
consecutive points in the index order set in the MediaPipe 
library are listed in Fig. 1, a will form a vector. Then, 
choosing k consecutive points will represent a geometric 
feature of a sign language gesture. In fact, this geometric 
feature characterizes the movement tendency of an object 
in space.

The (vtʹ
0, vtʹ

1, vtʹ
2, …, vtʹ

k ∈ Vtʹ) are vectors in the vector 
space Vt, and (vt

0, vt
1, vt

2, …, vt
k ∈ Vt) are vectors in the 

vector space Vtʹ at the t and tʹth frames extracted from the 
given standard sample video.

There exist the mappings F = (fttʹ0, fttʹ1, fttʹ2, …, fttʹ
k) with 

linear transformations: 

	 f i(vt
i ) ↦ vtʹ

i .

Similar to the sign language gesture video of the 
generated imitator, we also have: (ut

0, ut
0, ut

0, …, ut
0 ∈ Ut) 

which are vectors in the vector space Ut, and (utʹ
0, utʹ

0, utʹ
0, 

…, utʹ
0 ∈ Utʹ) are vectors in the vector space Utʹ at the tth 

frame and tʹ are generated based on the tth and tʹth frames 
of the input standard video. There exist the mappings  
G = (gttʹ

0 , gttʹ
1 , gttʹ

2 , …, gttʹ
k) with linear transformations:  

gi(ut
i) ↦ utí .
We need to generate a video of the imitator with the 

number of frames and frame order being the same as the 
typical number and frame order of the teacher’s video. 
Considering at the tth frame, choose n consecutive vectors 
in one frame of the teacher’s video and the imitator video 
to form a geometric shape. When having the same viewing 

angle and the same linear transformation, the property of 
distance between two points is preserved. So, to compare 
the geometrical similarity of the teacher and the imitator, 
we will compare the angular deviation between pairs of 
corresponding vectors. The error in geometric similarity is 
calculated according to the following formula:

	 £ = �1 + �×

	 ×�1 + � …

	 … �1 + �, 

where (vt
0, vt

1) is the angle between two vectors (vt
0 and vt

1); 
abs((vt

0, vt
1) – (ut

0, ut
1)) is the absolute value of the angle 

difference between (vt
0, vt

1) and (ut
0, ut

1). 
Maximum geometric similarity is achieved when  

(ut
i , ut

i+1) = (vt
i , vt

i+1) then:

	 ut
i+1 = λvt

i+1, λ > 0. 	 (1)

Calculate the value of coefficient λ. According to the 
property of preserving the length relationship between 
vector ut

i  and vt
i  we have:

	  = , 	 (2)

where |ut
i | is the length of vector ut

i .
From (1) and (2) we can calculate: 

	 λ = .

Adding a noise to each point after the calculation  
The task is performed in three-dimensional coordinate 

space Oxyz. Adding noise is intended to bring the 
calculation results closer to reality. Noise is the error 
between the MediaPipe library point detection prediction 
accuracy, the similarity between the simulator and the 
original standard gesture, and the error due to perspective 
changes. Noise will be added to the point M(x, y, z) and 
the point Mʹ(x + ε, y + ε, z + ε) will be formed, where 
ε = random (–σ, σ), σ is the threshold value of adding 
random noise. A larger threshold value means a larger 
discrepancy.

Testing and results

To evaluate  the effectiveness of the proposed method, 
we build a word-level sign language recognition model 
with a set of input data in the form of videos in Indian 
Sign Language and a Gated Recurrent Unit-Long Short-
Term Memory (GRU-LSTM) neural network [17] used for 
sign language recognition in time series. The choice of the 
Indian data set (the same for all languages and dialects in 
India) for testing is due to its greatest representativeness. 
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The MediaPipe library was used to extract the coordinate 
features of the data points. The data set is published on the 
website zenodo.org1.

We randomly select 60 words to test. Each segment is 
a video of one ISL sign recorded by deaf students from St. 
Louis School for the Deaf, Adyar, Chennai. For each word 
there are 15–20 data samples. For each word, we take only 
one data sample corresponding to one video. The remaining 
input videos are used as the test set. We consider the video 
selection as a given standard gesture.

Training data set. We use the MediaPipe library to 
extract 75 sign language gesture features for each frame. 
Each object point is given as x, y, z coordinates, so the 
data size is 75 × 3 = 225. 20 frames will be extracted 
from each video using K-means clustering method. We 
generate 100 data samples for each word. To generate data 
samples for a word, we include images to obtain the initial 
source frame size for the simulator. Then we calculate the 
vector transformation in space to create the next frames. 
In addition, we also set random scale values to increase 

1 Available at: https://zenodo.org/records/4010759 (accessed: 
22.11.2023).

the amount of data in the model. So the size of the training 
dataset is (6000, 20, 225).

Test dataset. The MediaPipe library is used to extract 
sign language features from videos and is stored as a numpy 
file. Since the number of videos collected varies, the total 
number of videos we tested was 782 videos of 60 Indian 
Sign Language words. Test data set size: (782, 20, 225).

We use the GRU neural network to train a model to 
recognize Indian Sign Language at the word level. The 
GRU-LSTM neural network is a compressed variation 
that improves the computation speed faster than the LSTM 
neural network [18–20]. When processing time series data 
in a GRU network structure, the deleted element helps to 
capture short-term dependencies in the time series, and the 
update element helps to capture long-term dependencies in 
the time series. The training and testing results are shown 
in Fig. 3 and Fig. 4.

The graph shows a big difference in the changes in 
the values of the training data and test data. This is not 
overfitting. The reason is that the test set data is very small 
compared to the training set data, in addition, the data in 
the test set is not evenly distributed in quantity. During 
training, we choose the batch size value to be 256. This 

Fig. 4. Value of loss over each epoch during model training

Fig. 3. Accuracy of the model training process over each epoch

http://zenodo.org
https://zenodo.org/records/4010759
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value is much larger than the number of class samples in 
the test set. The result of the model accuracy evaluation is 
that 745 videos were correctly classified out of a total of 
782 input videos, which is equivalent to 95.26 %. Detailed 
information about the training process is provided in the 
following link1. 

The method tested in this way allows us to generate 
multiple data samples for the Vietnamese Sign Language 
(ViSL) dataset. The Vietnamese Sign Language dictionary 
contains 4364 words, each word contains a sample of data. 
We enriched the dataset by generating 100 data samples 
from each word. The Vietnamese Sign Language dataset 
contains 436,400 samples describing the meanings of 4,364 
words in Vietnamese Sign Language, the data samples 
are stor ed as numpy files. Fig. 5 example shows different 
samples for the same gesture “Hello!” in the Vietnamese 
sign language data set.

Vietnamese Sign Language dataset and code 
downloaded and updated here2.

1 Available at: https://github.com/DangKhanhITMO/
oneshotsViSL/blob/main/ViSL_v2.ipynb (accessed: 22.11.2023).

2 Available at: https://github.com/DangKhanhITMO/
oneshotsViSL (accessed: 06.12.2023).

Conclusion and discussion

In this study, the MediaPipe library was used to 
vectorize sign language gestures in videos which then 
became the basis for generating similar data samples. The 
advantage of this method is that it does not require large 
computing resources or computer configuration. Using 
the method described above, it is possible to create an 
unlimited number of data samples of different sizes, which 
corresponds replacing people when creating many data 
samples of different sizes and ages. In this study, we only 
consider data generation for sign language. This approach 
can be extended to other tasks related to human actions 
and postures. The disadvantage of this method is that 
determining the additional noise for the calculation process 
requires several samples to adjust the error threshold 
accordingly. The accuracy of the problem solution largely 
depends on the similarity of the geometric position of the 
input image compared to the first frame in the input video 
after selecting the function and depends on the error of 
the MediaPipe library. Future research direction: creating 
a machine translation application for Vietnamese Sign 
Language based on the created dataset. In addition, the 
above method, combined with automatic pose generation, 
can generate realistic videos from input sample images 
and videos.

Fig. 5. Example showing different samples for the same gesture in the Vietnamese sign language data set
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Аннотация
 Введение. Для компьютерных систем с контейнерной виртуализацией исследована зависимость задержки 
обслуживания запросов от числа развертываемых контейнеров. Искомая зависимость обусловлена разделением 
ограниченных вычислительных ресурсов компьютерной системы между активными и неактивными 
контейнерами, загруженными в системе. Метод. В проведенном исследовании предложено комплексное 
сочетание аналитической модели массового обслуживания, имитационного моделирования и натурных 
экспериментов. Исследуемая компьютерная система интерпретируется многоканальной системой массового 
обслуживания с неограниченной очередью. Особенностью предлагаемого подхода является исследование 
влияния числа сформированных в системе контейнеров на задержки в очереди и интенсивность обслуживания 
запросов. Каждому контейнеру сопоставляется канал обслуживания, причем для функционирования контейнера 
в активном и неактивном состояниях требуется использование части общих ресурсов вычислительной системы. 
При построении модели предполагается, что входной поток простейший, а обслуживание экспоненциальное. 
Интенсивность обслуживания зависит от числа развернутых контейнеров и от числа запросов в системе. 
Основные результаты. Экспериментально установлена зависимость интенсивности обслуживания от числа 
активных контейнеров. Исследование выполнено на платформе, основанной на технологии виртуализации 
Proxmox с фиксированными ресурсами. Для изучения влияния числа активных контейнеров на интенсивность 
обслуживания в рамках эксперимента развернут однопоточный веб-сервер в виде нескольких контейнеров, 
управляемый с помощью портативной расширяемой платформы Kubernetes k3s. Результаты расчетов с 
применением аналитической модели подтверждены результатами имитационного моделирования, реализованного 
с использованием библиотеки моделирования SimPy на языке программирования Python. На основе проведенных 
исследований показана необходимость решения задачи оптимизации числа развертываемых в компьютерной 
системе контейнеров с учетом влияния их числа на задержки обслуживания запросов. Обсуждение. Проведенные 
исследования могут найти применение при проектировании кластерных систем реального времени, критичных 
к допустимым задержкам ожидания обслуживания запасов, к обеспечению непрерывности вычислительного 
процесса и к сохранению уникальных данных, накопленных в процессе работы системы.  Предложенные 
подходы могут быть применены при создании отказоустойчивых распределенных компьютерных систем, в том 
числе функционирующих при накоплении отказов и реконфигурации системы с перераспределением нагрузки 
(запросов) при динамической миграции и с репликацией контейнеров.
Ключевые слова
система массового обслуживания, контейнер, виртуальная машина, интенсивностью обслуживание, среднее 
время ожидания, контейнерная виртуализация
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Abstract
The dependence of request servicing delay on the number of deployed containers is investigated for computer systems 
with container virtualization. The sought-after dependency is due to the allocation of limited computational resources 
of the computer system between active and inactive containers loaded in the system. The conducted research proposes 
a comprehensive combination of analytical queuing model, simulation modeling, and natural experiments. The studied 
computer system is interpreted as a multi-channel queuing system with an unlimited queue. The peculiarity of the 
proposed approach is the study of the influence of the number of containers formed in the system on queue delays and 
request servicing rate. Each container is associated with a service channel, and for the operation of a container in active 
and inactive states, the use of part of the common resources of the computing system is required. When constructing 
the model, it is assumed that the input flow is simple, and the service is exponential. The service rate depends on the 
number of deployed containers and the number of requests in the system. The experimental dependence of service rate 
on the number of active containers has been established. The experimental study was carried out on a platform based 
on Proxmox virtualization technology with fixed resources. To study the influence of the number of active containers 
on service rate within the experiment, a single-threaded web server was deployed in the form of several containers 
managed using the portable extensible Kubernetes k3s platform. The results of calculations using the analytical model 
are confirmed by the results of simulation modeling implemented using the SimPy modeling library in the Python 
programming language. Based on the conducted research, the need to solve the optimization problem of the number 
of deployable containers in a computer system regarding the influence of this number on request servicing delays is 
shown. The conducted research can find application in the design of real-time cluster systems critical to acceptable wait 
service delays, ensuring the continuity of the computational process, and preserving unique data accumulated during the 
system operation. The proposed approaches can be applied in the creation of fault-tolerant distributed computer systems, 
including those operating with failure accumulation and system reconfiguration with load (request) redistribution during 
dynamic container migration and replication.
Keywords
queuing system, container, virtual machine, intensive maintenance, average waiting time, container virtualization
For citation: Phung V.Q., Bogatyrev V.F., Karmanovskiy N.S., Le V.H. Evaluation of probabilistic-
temporal characteristics of a computer system with container virtualization. Scientific and Technical Journal 
of Information Technologies, Mechanics and Optics, 2024, vol. 24, no. 2, pp. 249–255 (in Russian). doi:  
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Введение

Проектирование отказоустойчивых распределенных 
компьютерных систем, особенно функционирующих в 
реальном времени, требует разработки мер по обеспе-
чению надежности и снижению задержек передачи и 
обработки данных [1–3]. Обеспечение надежности и от-
казоустойчивости распределенных систем предполагает 
введение резервирования при передаче, хранении и об-
работке данных, с консолидацией резервированных ре-
сурсов в кластеры. Современные тенденции в обеспече-
нии высокой производительности, отказоустойчивости 
и надежности компьютерных систем при требовании и 
сохранении непрерывности вычислительных процес-
сов, в том числе в реальном времени [4–7], во многом 
опираются на технологии виртуализации и контейне-
ризации  [1]. Контейнеризация — метод виртуализации 
на уровне операционной системы, который позволяет 
упаковать и изолировать приложения в легковесные, 
мобильные контейнеры. Каждый контейнер содержит 
все необходимое для запуска приложения, включая код, 
библиотеки и другие зависимости. Контейнеризация 

предполагает широкое применение микросервисных 
архитектур [8], при котором каждая функция или сер-
вис системы реализуется как отдельный компонент, 
упакованный в контейнер и развертываемый в кон-
тейнерной среде. Для управления и развертывания 
контейнеров могут использоваться платформы Docker 
[9], Containerd и другие средства.

Для повышения производительности и надежности 
[10] системы может создаваться множество реплик 
контейнеров одного и того же сервиса. Однако исполь-
зование излишнего числа контейнеров может привести 
к избыточному потреблению ресурсов, а их увеличение 
выше определенного порога — отрицательно повлиять 
на производительность и задержки обслуживания в 
системе. Все это вызывает потребность решения опти-
мизационной задачи, которое может опираться на соче-
тание аналитического и имитационного моделирований 
при натурных экспериментах на объекте. 

Моделирование кластерных и облачных систем 
представляет собой сложную задачу из-за множества 
аспектов взаимодействия систем обработки, хранения 
и передачи данных. Математическая модель облачной 
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системы с контейнерными технологиями представлена 
в работе [11], а их устойчивость к DDoS-атакам про-
анализирована в [12]. В работе [13] предложен метод 
минимизации времени ожидания обслуживания в об-
лачной системе с использованием модели и очереди 
ограниченной длины. В вышеперечисленных работах 
использовалась модель многоканальной системы массо-
вого обслуживания (СМО) с неограниченной очередью 
[14]. Отметим, что данная модель не  учитывает функ-
циональную зависимость снижения интенсивности 
обработки запросов из-за разделения ограниченных 
ресурсов компьютерной системы между  контейнера-
ми. Настоящая работа направлена на решение данного 
упущения путем  разработки аналитической модели 
СМО с переменной интенсивностью обработки запро-
сов, зависящей от общего числа загруженных задан-
ных контейнеров и количества активных контейнеров, 
задействованных в обслуживании поступающего в 
компьютерную систему потока запросов.  Разработка 
таких моделей важна для поддержки проектирования 
кластерных систем реального времени, критичных к 
допустимым задержкам ожидания обслуживания за-
пасов, в том числе при накоплении отказов и рекон-
фигурации системы с перераспределением нагрузки 
(запросов), миграцией и репликацией контейнеров, а 
также уникальных данных, накопленных в процессе 
функционирования системы. 

 Модель компьютерной системы с учетом влияния 
числа загруженных контейнеров

Рассмотрим  компьютерную систему с контейнер-
ной виртуализацией.  Исследуемая система считается 
многоканальной СМО неограниченной очереди [15].

Особенностью предлагаемого подхода является ис-
следование влияния на интенсивность обслуживания 
запросов чисел, сформированных в системе контей-
неров, каждый из которых в активном или неактивном 
состоянии требует часть общих ресурсов вычислитель-
ной системы.

Каждому из n каналов обслуживания сопоставим 
один контейнер. Предположим, что входной поток про-
стейший, а обслуживание экспоненциальное.

Диаграмма состояний и переходов исследуемой 
системы представлена на рис. 1, на котором состояния 
при наличии в системе k запросов обозначены как Sk. 
Очередь неограниченна, поэтому число запросов в 
системе может быть меньше или больше числа контей-
неров. При интенсивности поступления заявок λ, если 
число запросов в системе k не больше числа каналов 
(контейнеров), то интенсивность обслуживания будет 
kμ(n, k) (при этом очередь пуста, а число активных кон-
тейнеров m равно числу запросов в системе k, m = k). 

Если число запросов k в системе больше числа каналов 
n, то образуется очередь, а интенсивность обслужи-
вания в независимости от числа запросов в очереди 
r = k – n будет равно nμ(n, n) (при этом число активных 
контейнеров m равно общему числу контейнеров в 
системе n, m = n). 

Следует отметить, при виртуализации производится 
разделение общих вычислительных ресурсов компью-
терной системы между контейнерами. Таким образом, 
для оценки вероятностно-временных характеристик 
обслуживания необходимо установить вид зависимости 
μ(n, m), которая характеризует интенсивности обслужи-
вания запросов одним активным контейнером с учетом 
ее снижения из-за разделения общих вычислительных 
ресурсов системы между активными контейнерами. 
Экспериментальное решение этой задачи будет рассмо-
трено в следующем разделе.

По представленной диаграмме (рис. 1) состояний 
и переходов определим основные вероятностно-вре-
менные характеристики рассматриваемой системы. 
В результате получим вероятность отсутствия в системе 
запросов:

p0 = 
�

1 + ∑
n

i=1
 +  

�

–1

.	 (1)

Формула (1) выведена из условия стационарного 
состояния:

	  < 1.

Вероятность нахождения в системе k запросов име-
ет вид: 

	 pk = 

p0, при k ≤ n,

p0, при k > n.

Рассчитаем среднее количество запросов в системе 
Lсист:

	 Lсист = Lоч + Lоб,	 (2)

где Lоч и Lоб — среднее число запросов в очереди и на 
обслуживании. 

Вычислим значение Lоб, которое равно среднему 
числу занятых контейнеров:

Рис. 1. Граф состояния и переходов исследуемой системы 
Fig. 1. State transition graph of the investigated system
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	 Lоб = ∑
n

k=1
pkk + ∑

∞

k=n+1
pkn = ∑

n

k=1
p0 +

	 + n ∑
∞

r=1
p0 = ∑

n

k=1
p0 + 	 (3)

	 + p0.

Значение Lоч определим как математическое ожида-
ние количества запросов в очереди r:

	 Lоч = ∑
∞

r=1
rpn+r = ∑

∞

r=1
r p0 = 

	 = p0 ∑
∞

r=1
r  =

	 = p0 ∑
∞

r=1
  = 

	 = p0   = 

	 = p0 .

Тогда получим:

	 Lоч =  p0.	 (4)

Из (2)–(4) по формуле Литтла определим среднее 
время ожидания в системе:

	 Tсист =  =  + ,

	 Tсист = ∑
n

k=1
p0 +

	 +  +	 (5)

	 +  p0.

Экспериментальное  определение зависимости 
интенсивности обслуживания  

от числа активных контейнеров

 Определим зависимость функции интенсивности 
обслуживания одним активным контейнером  µ(n, m) 
от общего числа загруженных контейнеров n и коли-
чества активных контейнеров m. Искомую функцио-
нальную зависимость установим экспериментально. 
Эксперименты реализованы в лабораторной инфра-
структуре, включающей следующие конфигурационные 
элементы:
—	 аппаратное обеспечение: 4 × Intel(R) Core(TM) i5-

4570 @ 3,20 ГГц;
—	 версия ядра: Linux 6.2.16-3-pve;
—	 виртуализация и управление серверами: Proxmox;
—	 конфигурация и управление контейнером: кластер 

k3s;
—	 конфигурация виртуального сервера: одно виртуаль-

ное ядро, один виртуальный сокет, 4 ГБ оператив-
ной памяти.
Эксперимент выполнен для однопоточного веб-сер-

вера, упакованного в контейнер и развернутого в не-
скольких репликах на одном узле кластера  Kubernetes 
k3s (рис. 2).

В результате эксперимента (рис. 3) видно, что изме-
нение числа загруженных (n) и активных контейнеров 
(m) оказало влияние на интенсивность обслуживания 
запросов.

Для определения зависимости интенсивности обслу-
живания одного активного контейнера µ(n, m) от коли-
чества имеющихся n и активных m контейнеров можно 
использовать различные алгоритмы машинного обуче-
ния, спроектированные для решения задачи регрессии. 
В данной работе такая зависимость найдена с использо-
ванием алгоритма Gradient Boosting [16]. Набор данных 
для обучения имеет следующий вид ([X1 ,X2],Y), где Y 
— вектор значения интенсивности обслуживания, X1 и 
X2 — векторы со значениями числа заданных контей-

Рис. 2. Схема экспериментальной установки веб-сервера 
в Kubernetes k3s

Fig. 2. Experimental setup of a web server in Kubernetes k3s
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неров и количества активных контейнеров. Алгоритм 
регрессии выполнен с использованием программы 
на языке Python с применением библиотеки Sklearn. 

Гра фик остатков (рис. 4, b) отражает разницу между 
фактическими значениями зависимой переменной и 
значениями, предсказанными моделью. Красная пун-
ктирная линия, которая проходит через значение «0» 
оси абсцисс, введена для наглядности представления 
точности результатов моделирования.

Представленный набор данных случайно разде-
лен на две части: обучающий и тестовый, при этом 
тестовый набор составляет 20 % от общего объема 
данных. Результаты регрессии (рис. 4) на тестовом 
наборе свидетельствуют о высокой точности алгоритма 
(R-squared: 0,989).

Предел интенсивности запросов для существования 
стационарного режима обслуживания λ < f(n) = nμ(n, n) 
получен (рис. 5) из условия λ/nµ(n, n) < 1.

Из рис. 5 видно, что при увеличении числа контей-
неров способность системы эффективно обрабатывать 
большие нагрузки возрастает только до определенного 
предела (примерно 20 контейнеров). 

Сравнение результатов аналитического и 
имитационного моделирований

Для имитационного моделирования исследуемой 
системы использован инструмент SimPy [17]. SimPy — 
библиотека для дискретного событийного моделирова-
ния, написанная на языке программирования Python. 
Она предоставляет инструменты для создания и симу-
ляции дискретных событийных моделей, что полезно 
при исследовании и оптимизации систем, где процессы 
происходят в дискретные моменты времени. SimPy ис-
пользует генераторы Python для представления событий 
и позволяет моделировать процессы, такие как ожи-
дание, обработка задач, переходы состояний и другие 
дискретные события. 

При создании объекта моделирования (многока-
нальной СМО) в программе симуляции учет для за-
висимости интенсивности обслуживания от общего 

числа контейнеров и количества активных контейнеров 
используется функция µ(n, m), найденная в предыду-
щем разделе.

На рис. 6 представлен график сравнения результатов 
симуляции и теоретических расчетов разработанной 
модели (5) при λ = 15 с–1. 

В результате анализа выполненного сравнения 
данных, представленных на рис. 6, в течение продол-

Рис. 3. Результаты эксперимента: корреляция между 
интенсивностью обслуживания и числом контейнеров 

Fig. 3. Experiment results: correlation between service rate and 
the number of containers

Рис. 4. Результаты тестирования регрессии. Точечные 
диаграммы фактических и предсказанных значений (a);  

график остатков регрессии (b)
Fig. 4. Regression test results: graph of actual and predicted 

values (a); residual plot (b)

Рис. 5. Предел интенсивности запросов
Fig. 5. Request rate limit
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жительности временного интервала симуляции, рав-
ного 1000 единицам времени, можно отметить, что 
точность симуляции стремительно приближается к 
теоретическим предсказаниям (средняя абсолютная 
ошибка: 2,98 %). В идеальных условиях, при стрем-
лении времени симуляции к бесконечности, точность 
симуляции практически достигает единицы. Результаты 
(рис. 6) подтвердили наличие зависимости задержек от 
числа развертываемых в системе контейнеров, а также 
существование границы эффективности количества 
развертываемых машин. До границы при увеличении 
числа развертываемых контейнеров происходит сни-
жение задержек обслуживания запросов, а после — к 
их увеличению. Такая закономерность подтверждает 
необх одимость решения задачи оптимизации числа раз-
вертываемых контейнеров в зависимости от стоимости 
и скорости развертывания, а также оценки влияния их 

числа на надежность энергопотребления компьютерной 
системы и возникновения задержек обслуживания за-
просов в ней. Предложенные модели могут быть приме-
нены при обосновании построения отказоустойчивых 
распределенных компьютерных систем, в том числе 
кластеров, функционирующих в реальном времени 
при накоплении отказов и реконфигурации системы 
[18–21].

Заключение

Для к омпьютерных систем с контейнерной вирту-
ализацией проанализирована зависимость задержки 
обслуживания запросов вследствие разделения ограни-
ченных ресурсов системы между развернутыми в ней 
контейнерами. Показано, что по мере увеличения числа 
загружаемых в систему контейнеров вначале наблюда-
ется снижение задержек обслуживания до некоторой 
границы, после которой это увеличение приводит к 
росту задержек обслуживания запросов.

Предл ожена аналитическая модель компьютерной 
системы при ее представлении многоканальной систе-
мой обслуживания с бесконечной очередью, учитыва-
ющей зависимость интенсивности обслуживания от 
числа представленных и активных контейнеров, раз-
ворачиваемых в системе. Зависимость интенсивности 
обслуживания от количества активных контейнеров 
установлена экспериментально.

Показ ана необходимость решения задачи оптими-
зации числа развертываемых в компьютерной системе 
контейнеров с учетом влияния этого числа на задержки 
обслуживания запросов, надежность, энергопотребле-
ние, стоимость построения и эксплуатации системы.

Рис. 6. Сравнение результатов симуляции и теоретического 
расчета 

Fig. 6. Comparison of simulation results and theoretical 
calculation
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Abstract 
Modern artificial intelligence (AI) technologies are being used in a variety of fields, from science to everyday life. 
However, the widespread use of AI-based systems has highlighted a problem with their vulnerability to adversarial 
attacks. These attacks include methods of fooling or misleading an artificial neural network, disrupting its operations, and 
causing it to make incorrect predictions. This study focuses on protecting image recognition models against adversarial 
evasion attacks which have been recognized as the most challenging and dangerous. In these attacks, adversaries 
create adversarial data that contains minor perturbations compared to the original image, and then send it to a trained 
model in an attempt to change its response to the desired outcome. These distortions can involve adding noise or even 
changing a few pixels. In this paper, we consider the most relevant methods for generating adversarial data: the Fast 
Gradient Sign Method (FGSM), the Square Method (SQ), the predicted gradient descent method (PGD), the Basic 
Iterative Method (BIM), the Carlini-Wagner method (CW) and Jacobian Saliency Map Attack (JSMA). We also study 
modern techniques for defending against evasion attacks through model modification, such as adversarial training and 
pre-processing of incoming data, including spatial smoothing, feature squeezing, jpeg compression, minimizing total 
variance, and defensive distillation. While these methods are effective against certain types of attacks, to date, there is 
no single method that can be used as a universal defense. Instead, we propose a new method that combines adversarial 
learning with image pre-processing. We suggest that adversarial training should be performed on adversarial samples 
generated from common attack methods which can then be effectively defended against. The image preprocessing aims 
to counter attacks that were not considered during adversarial training. This allows to protect the system from new 
types of attacks. It is proposed to use jpeg compression and feature squeezing on the pre-processing stage. This reduces 
the impact of adversarial perturbations and effectively counteracts all types of considered attacks. The evaluation of 
image recognition model (based on convolutional neural network) performance metrics based was conducted. The 
experimental data included original images and adversarial images created using attack FGSM, PGD, BIM, SQ, CW, and 
JSMA methods. At the same time, adversarial training of the model was performed in experiments on data containing 
only adversarial examples for the FGSM, PGD, and BIM attack methods. Dataset used in experiments was balanced. 
The average accuracy of image recognition was estimated with crafted adversarial imaged datasets. It was concluded 
that adversarial training is effective only in countering attacks that were used during model training, while methods of 
pre-processing incoming data are effective only against more simple attacks. The average recognition accuracy using 
the developed method was 0.94, significantly higher than those considered methods for countering attacks. It has been 
shown that the accuracy without using any counteraction methods is approximately 0.19, while with adversarial learning 
it is 0.79. Spatial smoothing provides an accuracy of 0.58, and feature squeezing results in an accuracy of 0.88. Jpeg 
compression provides an accuracy of 0.37, total variance minimization — 0.58 and defensive distillation — 0.44. At 
the same time, image recognition accuracy provided by developed method for FGSM, PGD, BIM, SQ, CW, and JSMA 
attacks is 0.99, 0.99, 0.98, 0.98, 0.99 and 0.73, respectively. The developed method is a more universal solution for 
countering all types of attacks and works quite effectively against complex adversarial attacks such as CW and JSMA. 
The developed method makes it possible to increase accuracy of image recognition model for adversarial images. 
Unlike adversarial learning, it also increases recognition accuracy on adversarial data generated using attacks not used 
on training stage. The results are useful for researchers and practitioners in the field of machine learning.
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Аннотация
Введение. Современные технологии искусственного интеллекта находят применение в различных областях науки 
и повседневной жизни. Повсеместное внедрение систем, основанных на методах искусственного интеллекта, 
выявило проблему их уязвимости перед состязательными атаками, включающими методы обмана искусственной 
нейронной сети и нарушения ее работы. В работе основное внимание уделено защите моделей распознавания 
изображений от состязательных атак уклонения, признанных в настоящее время наиболее опасными. При таких 
атаках создаются состязательные данные, содержащие незначительные искажения относительно исходных, 
и происходит отправка их на обученную модель с целью изменения ее «ответа» на вариант, необходимый 
злоумышленнику. Искажения могут включать добавление шума или изменение нескольких пикселов 
изображения. Рассмотрены наиболее актуальные подходы к созданию состязательных данных: метод быстрого 
градиента (Fast Gradient Sign Method, FGSM), метод квадрата (Square Method, SQ), метод прогнозируемого 
градиентного спуска (Predicted Gradient Descent, PGD), базовый итеративный метод (Basic Iterative Method, BIM), 
метод Карлини и Вагнера (Carlini-Wagner, CW), метод карт значимости Якобиана (Jacobian Saliency Map Attack, 
JSMA). Исследованы современные методы противодействия атакам уклонения, основанные на модификации 
модели — состязательное обучение и предварительная обработка поступающих данных: пространственное 
сглаживание, сжатие признаков, JPEG-сжатие, минимизация общей дисперсии, оборонительная дистилляция. 
Эти методы эффективны только против определенных видов атак. На сегодняшний день ни один метод 
противодействия не может быть применен в качестве универсального решения. Метод. Предложен новый метод, 
сочетающий состязательное обучение с предварительной обработкой изображений. Состязательное обучение 
выполнено на основе состязательных данных, создаваемых с распространенных атак, что позволяет эффективно 
им противодействовать. Предварительная обработка изображений предназначена для противодействия атакам, 
которые не учитывались при состязательном обучении, что дает возможность защитить систему от атак 
новых типов. Обработка осуществлена методом JPEG-сжатия и сжатия признаков для уменьшения влияния 
состязательных искажений и более эффективного противодействия всем видам рассмотренных атак. Основные 
результаты. Проведена оценка показателей качества распознавания изображений на основе искусственной 
нейронной сети. Экспериментальные данные включали оригинальные и измененные изображения, созданные с 
использованием методов атак типов FGSM, PGD, BIM, SQ, CW, JSMA. При этом состязательное обучение модели 
в экспериментах выполнено на данных, содержащих состязательные примеры только для методов атак FGSM, 
PGD, BIM. Набор данных, использованный в экспериментах, являлся сбалансированным. Оценена средняя 
точность распознавания изображений, в условиях отправки на модель изображений, созданных с использованием 
указанных видов атак. Сделаны выводы, что состязательное обучение эффективно только для противодействия 
атакам, которые использовались во время обучения модели, а методы предварительной обработки поступающих 
данных эффективны только против более простых атак. Средняя точность распознавания в случае применения 
разработанного метода составила 0,94, что существенно выше рассмотренных методов противодействия 
атакам. Показано, что точность без применения методов противодействия составляет величину около 0,19, 
а при состязательном обучении — 0,79, пространственном сглаживании — 0,58, сжатии признаков — 0,88, 
JPEG-сжатии — 0,37, минимизации общей дисперсии — 0,58, оборонительной дистилляция — 0,44. При этом 
точность распознавания при атаках FGM, PGD, BIM, SQ, CW, JSMA составила соответственно 0,99, 0,99, 0,98, 
0,98, 0,99, 0,73. Разработанный метод представляет более универсальное решение по противодействию всем 
видам атак, а также достаточно эффективно работает при противодействии сложным состязательным атакам, 
таким как атаки CW и JSMA. Обсуждение. Разработанный метод позволяет повысить точность распознавания 
с применением машинного обучения при атаках уклонения и, в отличие от состязательного обучения, повышает 
точность распознавания на состязательных данных, создаваемых с применением атак, не использованных при 
обучении. Полученные результаты полезны исследователям и специалистам в области машинного обучения.
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Introduction

Artificial Intelligence (AI) and Machine Learning (ML) 
methods are constantly being improved and applied in the 
most diverse areas of modern life. AI-based systems are 
vulnerable to attacks, so called adversarial attacks [1].

An adversarial attack is a generalized name for attacks 
on AI systems including methods of deceiving a Neural 
Network (NN) to change the system “response” to what the 
attacker needs and disrupt its performance. These attacks 
can be performed both at the stage of training the model, 
and at the stage of its operation [2]. They can be carried out 
on image recognition systems (photo, video, audio) and are 
implemented using adversarial samples — data samples in 
which minor perturbations have been introduced, leading 
to incorrect recognition [3]. Such perturbations can include 
adding noise or changing several pixels in the image. The 
important fact is that the distortions are invisible to humans.

For example, in biometric systems, adding noise or 
pixels to a person’s face image can cause the system to 
misidentify them. This manipulation increases the security 
risks for information systems and allows attackers to gain 
unauthorized access. NN are most susceptible to these 
attacks, but some classical ML methods are also vulnerable, 
such as the support vector machine. 

The relevance of this research is due to the increasing 
use of information systems powered by AI, and the rise in 
security risks associated with adversarial attacks on these 
systems. 

The goal of this study is to improve the accuracy of 
an image recognition model based on a convolutional NN 
under conditions of adversarial evasion attacks.

The image recognition problem considered in this work 
is a multi-class classification task where an image must be 
categorized into three or more classes. In adversarial evasion 
attack images are perturbed in such a way that the model is 
unable to correctly classify them. So, the image recognition 
task in conditions of adversarial attacks is to correctly 
classify both normal images and adversarial images.

The practical significance of this study lies in the 
development of a new method for countering adversarial 
evasion attacks in information systems based on AI. This 
method, which we refer to as Counter-Evasion Adversarial 
Attack (CEAA), will help to protect AI-based systems from 
these attacks. 

The research aims to create and integrate a method 
that can counter adversarial evasive attacks targeting AI-
based information systems. It involves the development 
and theoretical description of a specific algorithm designed 
for this purpose. This method is then integrated into the 
AI-based system. Experimental studies are conducted to 
evaluate the quality and effectiveness of the method as well 
as to compare it to other state-of-the-art methods.

Related research

The first who discovered the susceptibility of NN to 
adversarial attacks were Christian Szegedy, Wojciech 
Zaremba et al. [1]. They proposed a rather controversial 
explanation for this phenomenon linking it with the 
extreme nonlinearity of deep NN in combination with 
insufficient model averaging and insufficient regularization 
of the controlled learning task. Then Carlini et al. [4] and 
Zhang et al. [5] independently found vulnerabilities in 
automatic speech recognition and voice control systems. 
Kurakin et al. [6] have shown attacks on autonomous 
vehicles where an adversarial attack manipulates road 
signs to trick a trained NN. Since Shegedi’s discovery, 
scientists have focused on Adversarial Learning (AL) to 
improve the security of NN. Also in recent years, various 
methods of protection against adversarial attacks have been 
proposed. All the proposed defense mechanisms proved 
to be effective against certain classes of attacks, but none 
of them can be used as a universal solution for all types 
of attacks. In addition, the implementation of protection 
methods can lead to a decrease in the performance and 
efficiency of the NN.

In this study, we have considered adversarial attacks on 
information systems that perform image recognition tasks. 
These include systems for biometric identification, medical 
image classification [7], and countering the distribution of 
illegal content [8].

This paper focuses on the following types of 
evasion attacks which are the most common due to the 
ease of their implementation for the attacker (software 
implementation in many well-known software libraries and 
low requirements for computing resources):
—	 Fast Gradient Sign Method Attack (FGSM) [3];
—	 Square Method Attack (SQ) [9];
—	 The Projected Gradient Descent Attack (PGD) [10, 11];
—	 The Basic Iterative Method Attack (BIM) [12];
—	 Carlini and Wagner Attack (CW) [13];
—	 Jacobian Saliency Map Attack (JSMA) [14].

Important to note that these attacks have a high success 
rate, do not require information about the target model, 
and are resource efficient from the attacker’s point of view.

The increasing threat of the adversarial attacks is widely 
known and described in reports from the IT-companies1, the 
government2, and the intelligence services [2]. However, 

1 IBM, Trustworthy AI [Electronic resource]. Available at: 
https://research.ibm.com/topics/trustworthy-ai, free. In Russian 
( accessed: 19.02.2024).

2 National Cyber Security Centre NCSC, Annual Review 
2023 [Electronic resource]. Available at: https://www.ncsc.gov.
uk/collection/annual-review-2023/technology/case-study-cyber-
security-ai, free. In Russian (accessed: 19.02.2024).

https://research.ibm.com/topics/trustworthy-ai
https://www.ncsc.gov.uk/collection/annual-review-2023/technology/case-study-cyber-security-ai
https://www.ncsc.gov.uk/collection/annual-review-2023/technology/case-study-cyber-security-ai
https://www.ncsc.gov.uk/collection/annual-review-2023/technology/case-study-cyber-security-ai
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for the moment, most of scientific research focuses on 
attacks itself, not on the countermeasures. 

Depending on the measures taken, it is possible 
to classify the protection methods into modification of 
training or input data, models modification, and using 
auxiliary tools.

Data modification can be performed during model 
training or when the model is deployed within the system. 
This does not require any additional configuration 
of the model or extensive calculations. Methods 
within this category include AL, portability blocking, 
data randomization, data transformation, and data 
compression.

In model modification, changes are made to the original 
model architecture or model parameters (by adding extra 
layers or sub-networks, changing the loss or activation 
function). This does not require modifying the input data 
or generating Adversarial Examples (AEs) for training, 
but it does affect the complexity of model training and the 
architecture of the model. Examples of methods in this 
group include gradient masking, defensive distillation, 
feature squeezing, Deep Contract Network, model masking, 
and the use of Parseval Networks.

Using auxiliary tools helps to keep the original model 
intact while adding external models to defend against 
attacks. These techniques are quite effective in the face 
of black-box and white-box attacks. However, the main 
limitation of these tools is that they are quite complex to 
set up and configure. Some examples of such tools include 
Defense-GAN and MagNet. 

An analytical review of relevant papers in this research 
has allowed us to identify the most effective methods for 
countering the attacks mentioned above. These include:
—	 Data modification:

—	 adversarial Learning (AL) [15];
—	 JPEG Compression (JC) [16]; 
—	 total Variance Minimization (TVM) [17];
—	 feature Squeezing with reducing the color bit depth 

(FS) [18];
—	 spatial Smoothing (SS) [18]. 

—	 Model modification:
—	 defensive Distillation (DD) [19].
One of the promising methods for countering 

adversarial attacks is AL. The basis of this method is the 
addition of AEs to the training dataset, which leads to 
an increase in the model accuracy on adversarial data. 
This allows the model to correctly classify both original 
images and adversarial examples. However, there is no 
way to account for adversarial attacks of unknown types, 
which limits the effectiveness of AL. The method is only 
effective against adversarial attacks that were included in 
the training process. Additionally, it is not resilient to black-
box attacks where the attacker creates AEs using a locally 
trained model.

The main idea behind the JC is that the input data is 
transformed into a more condensed form which is then 
passed on to the model for processing. This process aims 
to preserve the structure of the input data while making it 
more challenging or impossible for an attacker to attack 

the model directly. Compression can help reduce the model 
sensitivity to minor changes in the input, which can be 
exploited by an adversary to carry out an adversarial attack. 
The JC has several benefits when it comes to defending 
against such attacks. By reducing the model reliance on 
small changes in input data and reducing the amount of 
available information to an attacker, the attack becomes 
less effective.

An alternative approach to address adversarial 
perturbations is the TVM method which uses a compressed 
sensing technique that combines pixel dropout and 
minimization of total variation. In this method, a small 
subset of pixels is randomly selected, and then an image 
corresponding to those pixels is reconstructed. The 
resulting image is free of adversarial perturbations. The 
JC and TVM methods are quite effective against FGSM 
and SQ adversarial attacks, but they still cannot provide 
effective protection against more powerful adversarial 
attacks such as CW attacks.

The main idea behind FS is to simplify the data 
representation thus reducing the impact of low-sensitivity 
attacks. If models are trained on the same data but with 
different levels of FS, the results of their work will be 
similar. Meanwhile, an AE that works successfully on 
the original model is unlikely to work on another model. 
By calculating the pairwise difference between the 
outputs of the original and additional models, selecting 
the maximum value from them, and comparing it to a pre-
determined threshold, it can be concluded that an input 
example is adversarial. There are two heuristics methods: 
reducing the color depth, which means encoding the 
color with fewer values, and using a smooth filter on an 
image (SS).

SS (also known as blurring) is a set of techniques used 
in image processing to reduce noise in images or to create 
a less pixelated output. Smoothing techniques are either 
local (using nearby pixels to smooth each individual pixel) 
or non-local (using larger areas instead of nearby pixels). 
However, the SS method itself has some limitations. This 
method is not very effective against certain types of attacks, 
and using it alone to counter adversarial attacks may not 
result in an acceptable level of model performance when 
implementing attacks. While FS and SS methods can 
effectively prevent certain attacks, they can also reduce 
the accuracy on real-world data.

DD uses two-stage data processing through distillation. 
Distillation is a training procedure in which a model is 
trained to predict probabilities obtained from another model 
that has previously been trained. The advantage of this 
approach is that it provides a smoother loss function that is 
more generalizable for an unknown dataset and has higher 
accuracy even with AEs. However, with the rise of black-
box attacks, DD methods can be easily bypassed due to the 
robustness of AEs against all models.

The developed CEAA method combines both the AL 
approach and processes the images provided as input to 
the model in order to reduce the impact of adversarial 
perturbations on the model.
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A new method for countering evasion adversarial 
attacks on information systems based  

on artificial intelligence

In general, an information system based on AI has the 
following components:
—	 a source of input data;
—	 an input data processor which prepares the data for 

transfer to the ML model (this could be any type of NN 
or “classical” ML algorithms);

—	 the ML model itself;
—	 a model output handler.

The input data processor is responsible for cleaning 
and transforming the raw data into a format that is suitable 
for the ML model. This could involve removing outliers, 
normalizing data, or performing other pre-processing steps. 
Once the data is prepared, it is passed on to the ML model 
which uses algorithms such as deep learning or statistical 
models to analyze it. The model then generates predictions 
or outputs based on the input data. Finally, the model output 
is processed by the output handler, which may involve 
further refinement or interpretation of the results. This 
ensures that the information system provides accurate and 
reliable output.

The generalized scheme of an information system based 
on AI is shown in Fig. 1.

The proposed CEAA method is designed to create 
image recognition models (NN or ML-model) that are 
resistant to adversarial evasion attacks. It aims to counter 
these attacks by changing the existing model and adding a 
data processing unit to the input.

The CEAA method includes two stages: AL of a model 
(M) and preprocessing data supplied to the input of the 
model. A flowchart of the developed CEAA method is 
shown in Fig. 2.

At the stage 1 the following steps are performed:
—	 import of a dataset (data) containing original images 

without adversarial attacks;
—	 generation of an adversarial dataset (advData) by 

implementing adversarial attacks on the original 
dataset;

—	 training the model M on an advData;
—	 validation of the model M on advData;
—	 saving the model M.

The stage 2 involves preprocessing the data that is fed 
into a model, M. This stage is based on techniques for 
modifying the data to protect against adversarial attacks. 
Specifically, it involves transforming an image in order 
to reduce the impact of adversarial perturbations on the 
classification outcome. This process involves the following 
steps:
1)	 obtaining an image (sample);
2)	 sample transformation to obtain sampleB using:

a)	 feature squeezing method;
b)	 JPEG compression method;

3)	 transferring the sampleB to the input of the model M 
prepared at the stage 1;

4)	 recognition of sampleB, that is equivalent of the input 
sample, with model M.
The scientific novelty of the method is characterized 

by the original combination of methods for countering 
adversarial attacks: AL of a model and data transformation.

Integration of the developed method for countering 
adversarial evasion attacks with information systems 
based on artificial intelligence

Thus, the method consists of the following blocks: input 
data processing and training resistant ML model on AEs.

The input data preprocessing stage performs image 
modification functions in order to reduce the effect of 
adversarial perturbations on the model. The model trained 
on AEs performs the function of classifying input data. 

After embedding the proposed method for counteracting 
adversarial attacks, the general block diagram of a data-
driven AI-based information system will take the form 
shown in Fig. 3.

Thus, after integrating the proposed method of 
countering adversarial evasion attacks into the information 
system, the system would operate in the following way: 
—	 collection of input data from sensors or data stores; 
—	 transformation of input data to ensure correct work with 

the model;
—	 transformation of the image to minimize the impact of 

adversarial distortions on model operation;
—	 processing of the transformed data using the model to 

generate the output;
—	 taking action based on the output from the model.

A generalized scheme of the AI-based system, after the 
integration of CEAA, is shown in Fig. 4.

Fig. 1. Generalized scheme of AI-based system
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Fig. 2. Flowchart of the developed method for countering adversarial evasion attacks on information systems based on AI

Fig. 3. Generalized block diagram of an information system based on AI, with the integration of the proposed method for countering 
adversarial evasion attacks
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The algorithm of the information system after the 
integration of the proposed method is shown in Fig. 5.

Experimental studies to assess the quality of the 
developed method for countering adversarial evasion 

attacks on AI-based systems 

There are two main objectives of the experimental 
research. The first is to evaluate the impact of the proposed 
CEAA method on the accuracy, precision, and recall of 
image recognition using a ML model (Convolutional Neural 
Network, CNN) under adversarial evasion attacks. The 
second is to assess the effectiveness of CEAA compared to 
other existing methods for countering adversarial attacks.

Experimental setup
As mentioned above, the image recognition task that is 

considered in this paper is a multiclass classification task. 
In order to evaluate the performance of a classification 
model, it is common practice to use the following metrics: 
accuracy, precision, and recall.

The accuracy is calculated using the formula

	 Accuracy = .	 (1)

The calculation of precision is made according to the 
formula

	 Precision = . 	 (2)

The recall is calculated using the formula

	 Recall = . 	 (3)

Whe re TP (True Positive) — correctly classified 
objects of a positive class, TN (True Negative) — correctly 
classified objects of a negative class, FP (False Positive) — 
incorrectly classified objects classified by the classifier 
as positive, FN (False Negative) — incorrectly classified 
objects, classified by the classifier as negative.

For experimental purposes, a CNN with the architecture 
shown in Table 1 was developed. The selection of this 
type of NN is based on its high accuracy in recognizing 
and classifying images, as well as its smaller number of 

Fig. 4. Generalized scheme of AI-based system after integration of CEAA

Fig. 5. Flowchart of the information system after the integration 
of the proposed method
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adjustable parameters and its resistance to rotation and 
translation of the recognized images. The choice of this 
particular architecture is justified by its high accuracy rates 
on test data, with only a small number of layers in the 
network. 

During the preparation of the experiments, the 
following requirements were formed for the dataset: all 
images must be square and have the same size in pixels in 
order for them to work correctly with the NN; the data must 
be labeled; the minimum number of images for one class is 
500, and it should allow us to assess the accuracy of image 
recognition in conditions of adversarial attacks, before and 
after applying the CEAA method.

To train the model, the Modified National Institute 
of Standards and Technology (MNIST) image dataset 
was chosen as it is the most efficient in terms of model 
preparation and is widely used by the scientific community 
for experimental evaluation of protection methods against 
adversarial attacks. 

The dataset was balanced, meaning that each class 
has approximately the same number of training and 
testing samples as the other classes. There are 10 classes 
in the dataset, with approximately 1,000 images per 
class, resulting in a total of 10,000 samples. In all of the 
experiments, the dataset was divided into training and 
testing sets in a ratio of 80:20.

At first the CNN was trained on a prepared dataset 
that did not contain adversarial attacks. The following 
parameters were used: batch size — 128, number of 
epochs — 15. The model was given the following name: 
Image Recognition Model (IRM). The performance of IRM 
was then evaluated according to formula (1), the accuracy 
obtained was 0.9922.

Then based on the prepared dataset and the IRM model, 
adversarial examples for FGSM, SQ, PGD, BIM, CW and 
JSMA attacks were crafted, six independent adversarial 
datasets were created.

After that to implement the AL stage of the developed 
CEAA method, a second model was trained on data 
containing only AEs for FGSM, PGD and BIM attacks. 
The model was not trained on all considered attacks for 
the purpose of evaluating the developed CEAA method 
objectively. The performance of this model was evaluated 
according to formula (1), the accuracy obtained was 0.9911.

Evaluation of the quality of the image recognition 
model under FGSM, SQ, PGD, BIM evasion attacks 
before and after implementation of the developed 
method

The aim of the experimental research is to determine 
the accuracy, precision and recall of the image recognition 
model, both before and after implementing the CEAA 
method.

In two series of experiments the accuracy, precision, 
and recall of image recognition were assessed using 
formulas (1)–(3):
1)	 for the base IRM without any evasion attacks 

countermeasures on normal images and adversarial 
images;

2)	 for  the  image recogni t ion model  with  the 
implementation of the developed CEAA method on 
normal images and adversarial images.
The inputs to the base IRM model and the model 

prepared with CEAA were fed with images from the 
generated datasets including images that had been subjected 
to adversarial attacks, such as FGSM, PGD, and BIM. The 
results of these experiments are presented in Table 2.

The results of the first set of experiments demonstrate 
the vulnerability of the original model to adversarial 
attacks. Although the model performance indicators on the 
initial dataset are high, it would be easy for an attacker to 
“trick” such a model with adversarial examples.

In the second set of experiments, the accuracy, 
precision, and recall of the IRM after implementing 
of the developed CEAA method were evaluated. The 
results of these experiments showed that the values of 
the performance metrics of the image recognition model 
slightly decreased on the initial data after applying the 
CEAA method. But at the same time, they increased 
significantly in conditions of the implemented adversarial 
attacks. It is worth noting that the model performance 

Table 1. Architecture of the CNN model used in experiments 

Layer Output shape Activation function 

Conv2D (None, 26, 26, 32) relu 
MaxPooling2D (None, 13, 13, 32) —
Conv2D (None, 11, 11, 64) relu 
MaxPooling2 (None, 5, 5, 64) — 
Flatten (None, 1600) —
Dropout (None, 1600) — 
Dense (None, 10) softmax 

Table 2. Comparison of accuracy, precision and recall of the image recognition using CNN under FGSM, SQ, PGD, BIM evasion 
attacks before and after implementation of the developed method

Attack method
Accuracy Precision Recall

Base IRM CEAA Base IRM CEAA Base IRM CEAA

No attack 0.9922 0.9887 0.9921 0.9886 0.9921 0.9886
FGSM 0.3754 0.9854 0.4563 0.9853 0.3764 0.9852
PGD 0.0735 0.9862 0.0811 0.9861 0.0747 0.9861
BIM 0.0671 0.9824 0.0671 0.9822 0.0686 0.9824
SQ 0.1695 0.9800 0.2155 0.9798 0.1721 0.9798
Average for all attacks 0.1714 0.9835 0.2050 0.9834 0.1730 0.9834
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remained acceptable even in the presence of adversarial 
attacks, thus proving the effectiveness of the developed 
CEAA method in counteracting adversarial attacks.

Evaluation the effectiveness of the developed method 
of countering adversarial evasion attacks in comparison 
with other existing methods

The aim of this experimental study is to compare the 
developed CEAA method with the existing methods in 
terms of accuracy.

In the series of experiments, the image recognition 
accuracy was evaluated using formula (1) on adversarial 
data, crafted with FGSM, SQ, PGD, BIM, CW, JSMA 
attacks. Developed CEAA method was compared on 
accuracy with various methods of countering adversarial 
attacks (AL, SS, FS, JC, TVM, DD).

Normal and adversarial images were fed to the model 
input:
—	 for the base IRM without any evasion attacks 

countermeasures;
—	 for  the  image recogni t ion model  with  the 

implementation of the developed CEAA method; 
—	 for the image recognition model with the AL, SS, FS, 

JC, TVM, DD countermeasures;
—	 the results of the series of experiments are presented in 

Table 3 and in Fig. 6.
It is worth noting the differences in indicators between 

the CEAA method and the AL method. There is a slight 
difference in accuracy between CEAA and AL for attacks 
FGSM, PGD, BIT that were used to train the model in AL 
method. However, at the same time, the developed CEAA 
method produces much better results for attacks that were 
not included during the AL, which can be clearly seen in 
attacks such as SQ and JSMA. The accuracy for the CW 
attack is approximately the same.

Average image recognition accuracy of the adversarial 
data without any defense is around 0.19, and after 
implementation of the developed method — 0.94. Method 
performs better than the existing methods, accuracy of the 
image recognition model only with Adversarial Learning 
is 0.79, Spatial Smoothing — 0.58, Feature Squeezing — 
0.88, JPEG compression — 0.37, Total Variance 
Minimization — 0.58, Defensive Distillation — 0.44.

The experimental results indicate that the proposed 
CEAA method is more effective in countering adversarial 
evasion attacks than other methods analyzed. It provides 
better image recognition accuracy compared to existing 
methods. Therefore, the developed CEAA approach allows 
for high performance indicators of a model, even when 
adversarial attacks are present, which were not taken into 
account when creating the adversarial model.

Conclusion and future work

In conclusion, the study on the development of a 
method to counter adversarial evasion attacks in AI-based 
information systems has shown promising results. When 
using the novel method, there was a slight decrease in 
model performance on initial data, but it significantly 
improved resilience and accuracy against adversarial 
attacks. Interestingly, performance remains acceptable even 
under attacks highlighting the effectiveness of the method. 

Comparative experiments also revealed that this method 
outperformed existing techniques, especially against novel 
adversarial attacks not considered during model training. 
The significant improvement in model performance 
against such unexpected attacks demonstrates the method 
robustness and adaptability.

The developed method can counteract adversarial 
evasion attacks. The novelty of the solution lies in the 

Table 3. Comparison of the image recognition accuracy before and after implementation of the developed CEAA method with other 
existing defense methods for various attack types

Attack method

Adversarial attacks defense method 

IRM (NM) CEAA AL SS FS JC TVM DD

Accuracy

NA 0.9922 0.9887 0.9911 0.9686 0.9896 0.9921 0.7952 0.9916
FGSM 0.3754 0.9854 0.9871 0.7548 0.9659 0.4478 0.6508 0.5268
PGD 0.0735 0.9862 0.9872 0.1649 0.9284 0.0736 0.4772 0.0735
BIM 0.0671 0.9824 0.9827 0.1589 0.8301 0.0671 0.4749 0.0671
SQ 0.1695 0.9800 0.7992 0.5637 0.9766 0.4934 0.4021 0.6527

CW 0.4417 0.9873 0.9876 0.8930 0.8538 0.5651 0.7503 0.7406
JSMA 0.0011 0.7284 0.0010 0.9290 0.7410 0.5669 0.7175 0.5812
Average for all attacks 0.1881 0.9416 0.7908 0.5774 0.8826 0.3690 0.5788 0.4403

NOTE. IRM (NM) — without using any adversarial attack countermeasures, NA — normal images (without attacks).

Fig. 6. Average image recognition accuracy on adversarial data 
for various countermeasures
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combination of adversarial learning and the preprocessing 
of input data for the model. This approach has practical 
value in improving the accuracy of the model under the 
impact of adversarial attacks. 

Future research will focus on optimizing information 
systems based on artificial intelligence in order to 

enhance resilience against a wider range of attacks, 
while maintaining performance and enhancing real-time 
defensive capabilities, as well as ensuring adaptability to 
different models.
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Аннотация
Введение. В работе развивается теория устойчивых M-оценок, относящихся к классу сниженных оценок, 
обладающих свойством устойчивости к асимметричному засорению. Многие известные сниженные оценки могут 
быть получены в рамках двух подходов д.т.н. А.М. Шурыгина: локально устойчивого подхода, основанного на 
анализе показателя неустойчивости оценки (L2-нормы функции влияния), или подхода, основанного на модели 
серии выборок со случайным точечным засорением (модели байесовского точечного засорения). Эти подходы 
удобны для построения различных устойчивых М-оценок и, по сравнению с классическими робастными 
процедурами, предоставляют более широкие возможности. Предложенное А.М. Шурыгиным в рамках первого 
из перечисленных подходов семейство условно оптимальных оценок может определяться как оптимизирующее 
асимптотическую дисперсию при ограничении на величину неустойчивости. Соответствующая задача допускает 
представление в форме оптимизации весовой L2-нормы функции влияния. Во втором подходе рассматривается 
специальным образом сформированная непараметрическая окрестность модельного распределения, и он тоже 
может быть сведен к анализу весовой L2-нормы функции влияния. Таким образом, данный критерий качества 
оценивания является достаточно общим и полезным для конструирования робастных оценок. Метод. Теория 
оценок, оптимальных с точки зрения весовой L2-нормы функции влияния, в настоящее время недостаточно 
развита. Так, для соответствующих семейств оценок остается нерешенным вопрос единственности членов 
семейства. Вопрос сводится к исследованию выпуклости (вогнутости) оптимизируемого функционала в 
зависимости от параметра, задающего семейство. Основные результаты. В работе в общем виде получено 
выражение для производной по параметру функционала качества оптимальной оценки. Получены неравенства 
для второй производной, необходимые для установления его выпуклости (вогнутости) по параметру. Полученные 
результаты применены для описания свойств условно оптимального семейства. Построены функции влияния 
ряда условно оптимальных оценок для параметров сдвига и масштаба нормальной модели. Исследованы 
характеристики этих оценок. Обсуждение. Показана устойчивость большинства рассмотренных оценок, что 
важно для их практического применения. Теоретические результаты могут быть полезны при исследовании 
свойств компромиссных оценок на базе двух критериев, а также при изучении минимаксных уровней засорения 
в рамках подхода А.М. Шурыгина на основе модели байесовского точечного засорения. Результаты работы могут 
найти применение в ситуациях целенаправленного искажения данных противником, в том числе в задачах, 
связанных с вредоносным машинным обучением.
Ключевые слова
М-оценки, робастная статистика, функция влияния, устойчивые оценки, сниженные оценки, условно 
оптимальные оценки
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Abstract
The work develops the theory of stable M-estimators belonging to the class of redescending estimators, having the 
property of resistance to asymmetric contamination. Many well-known redescending estimators can be obtained within 
the framework of the locally stable approach of A.M. Shurygin, based on the analysis of the estimator instability 
functional (L2-norm of the influence function), or his approach based on the model of a series of samples with random 
point contamination (point Bayesian contamination model). These approaches are convenient for constructing various 
stable M-estimators and, in comparison with classical robust procedures, provide wider opportunities. The family of 
conditionally optimal estimators proposed by A.M. Shurygin within the framework of the first of the listed approaches 
can be defined as optimizing the asymptotic dispersion under a constraint on the value of instability. The corresponding 
problem can be represented in the form of optimization of the weighted L2-norm of the influence function. The second 
approach considers a specially formed nonparametric neighborhood of the model distribution, and it can also be reduced 
to the analysis of the weighted L2-norm of the influence function. Thus, this estimation quality criterion is quite general 
and useful for constructing robust estimators. The theory of estimators that are optimal in terms of weighted L2-norm 
of the influence function is currently underdeveloped. Specifically, for the corresponding families of estimators, the 
question of the uniqueness of family members remains unresolved. The question comes down to studying the convexity 
(concavity) of the optimized functional depending on the parameter defining the family. In the presented work, an 
expression is obtained in general form for the derivative with respect to the parameter of the quality functional of the 
optimal estimator. Inequalities are obtained for the second derivative necessary to establish its convexity (concavity) with 
respect to the parameter. Corollaries from these results are applied to describe the properties of a conditionally optimal 
family. The influence functions of a number of conditionally optimal estimators for the shift and scale parameters of the 
normal model are constructed. The characteristics of these estimators are studied. The stability of most of the considered 
estimators is shown, which is important for their practical application. The theoretical results obtained can be useful in 
studying the properties of compromise estimators based on two criteria as well as in studying minimax contamination 
levels within the framework of A.M. Shurygin’s point Bayesian contamination model. The results of the work can be used 
in situations of purposed data corruption by an adversary including the problems related to adversarial machine learning.
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Введение

Современные подходы к решению задачи оценива-
ния параметров статистических моделей [1] направле-
ны на обеспечение устойчивости получаемых реше-
ний к возможным отклонениям реальной ситуации от 
принятых в модели предположений [2–4]. Одним из 
наиболее трудных для формализации являлось асимме-
тричное засорение симметрично распределенных дан-
ных, поскольку априорная информация о возможном 
искажении, как правило, отсутствует, а классические 
робастные подходы в этой ситуации не обладают до-
статочной устойчивостью. Для решения этой проблемы 
были предложены сниженные оценки [3, 4], в которых 
влияние периферийных наблюдений значительно сни-
жено по сравнению с классическими робастными реше-
ниями. Однако эти решения оставались, по существу, 
эвристическими.

Важным шагом к получению теоретически обо-
снованных решений стала предложенная д.т.н. 
Александром Михайловичем Шурыгиным [2, 5] доста-
точно универсальная модель байесовского точечного 
засорения (БТЗ), которая позволяет описывать воздей-
ствие асимметричного засорения на набор данных. 

Модель предполагает наличие серии выборок, каждая 
из которых имеет засорение в виде распределения, 
сосредоточенного в одной точке. Эта точка является 
фиксированной в пределах одной выборки, но имеет 
некоторое распределение по серии выборок. Каждому 
распределению засоряющей точки соответствует наи-
лучшая оценка, полученная в результате минимизации 
ее асимптотического квадратичного отклонения [2]. 
Получающиеся оценки часто оказываются снижен-
ными. В рамках модели БТЗ оптимальными являются 
многие известные сниженные оценки параметра сдви-
га, среди них бивес-оценка Тьюки, оценки Эндрюса, 
Бернулли, Смита, Мешалкина, оценка Хьюбера типа 
урезанного среднего, обобщенные оценки Шарбонье 
[2, 6, 7].

Еще один — локально устойчивый — под-
ход А.М. Шурыгина [2] основан на показателе не
устойчивости оценки (L2-норме функции влияния). 
Оптимизация неустойчивости при ограничении на 
асимптотическую дисперсию (или, что тоже, оптими-
зация асимптотической дисперсии при ограничении на 
величину неустойчивости) приводит к семейству услов-
но оптимальных оценок [2, 8], которые, как правило, 
тоже являются сниженными.
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Характерно, что и условно оптимальное семейство, 
и решения, получаемые в подходе на основе модели 
БТЗ, могут быть сведены к оптимизации весовой L2-
нормы функции влияния [4]. Таким образом, данный 
подход является достаточно общим и востребованным: 
он может служить теоретической основой для констру-
ирования широкого спектра оптимальных устойчивых 
оценок. Однако к настоящему времени оставался неизу-
ченным ряд свойств оптимальных оценок, в частности, 
открытым оставался вопрос единственности членов 
их семейств, который связан с вопросом выпуклости 
(вогнутости) оптимизируемого функционала в зависи-
мости от параметра.

В настоящей работе в общем виде исследуются 
свойства оценок, оптимизирующих весовую L2-норму 
функции влияния при условии, что весовая функция 
зависит от скалярного параметра. Основные результа-
ты — получение выражения для производной по пара-
метру функционала качества и неравенства для второй 
его производной, необходимые для установления его 
выпуклости (вогнутости). В частности, для условно оп-
тимального семейства [2, 8, 9] показана монотонность 
функций асимптотической дисперсии и неустойчивости 
оценки, что обеспечивает единственность элементов се-
мейства [8]. В качестве применения теории рассмотрен 
ряд условно оптимальных оценок параметров сдвига и 
масштаба нормальной модели, исследованы устойчи-
вость и другие характеристики этих оценок.

 Элементы теории устойчивого оценивания

Пусть x1, …, xm — независимые наблюдения случай-
ной величины ξ, распределенной с плотностью f(x, θ), 
где x ∈ X ⊆ R и параметр θ ∈ Θ ⊆ R. Здесь X и Θ — 
множества значений переменной x и параметра θ со-
ответственно, R — множество вещественных чисел. 
M-оценка θ неизвестного параметра может определять-
ся как решение оценочного уравнения [1, 3]

	 ∑
m

i=1
ψ(xi, θ) = 0,

где ψ(x, θ) — оценочная функция параметра θ. Оценка 
должна удовлетворять условию асимптотической нес-
мещенности вида [1, 10]

	 Eψ(ξ, θ) = ∫
X

ψ(x, θ)f(x, θ)dx = 0, 	 (1)

где E — оператор математического ожидания.
Дифференцируя (1) по θ и допуская возможность 

изменения порядка дифференцирования и интегриро-
вания, можно записать следующие равенства [3, 10]:

	 N(θ) =
df

 –lim
t→θ

  Eψ(ξ, t) = –E ψ(ξ, θ) =

	 = ∫
X

ψ(x, θ) f(x, θ)dx, 	 (2)

где функция N(θ) имеет смысл нормировочной харак-
теристики оценочной функции.

Потребуем, чтобы в окрестности истинного значе-
ния параметра θ выполнялось условие асимптотической 

несмещенности (1), были справедливы равенства (2), 
функция N(θ) была непрерывной и не равной нулю [11]. 
Более полный набор условий регулярности, обеспечи-
вающий также √m-состоятельность и асимптотическую 
нормальность оценок [1, 12, 13], приведен, например, 
в работе [5].

Рассмотрим в качестве показателя качества оцени-
вания квадрат весовой L2-нормы функции влияния с 
весом s(x, θ)

U(ψ, s) = ∫
X

ψ2(x, θ)s(x, θ)dx = ∫
X

IF2(x, θ)s(x, θ)dx, 	(3)

где IF(x, θ) = ψ(x, θ)/N(θ), IF — функция влияния 
Хампеля [4]. Функционал (3) возникает, например, 
как асимптотическое квадратичное отклонение оцен-
ки в модели БТЗ [2, 5, 14], где весовая функция s(x, θ) 
представляет собой плотность распределения засоря-
ющей точки. В частности, асимптотическая диспер-
сия [1] M-оценки θ определяется как V(ψ) = U(ψ, f), а 
неустойчивость оценки [2, 14, 15] — W(ψ) = U(ψ, 1). 
Минимизация функционала V(ψ) приводит к оценке 
максимального правдоподобия (ОМП) [1], а миними-
зация W(ψ) — к оценке максимальной устойчивости 
(ОМУ) [2]. Соответствующие значения оптимизируе-
мых функционалов обозначим VОМП и WОМУ. Также 
используем относительные характеристики оценки — 
эффективность [1, 2] effψ = VОМП/V(ψ) и устойчи-
вость [2].

В [2] показано, что функционал (3) достигает мини-
мума по ψ на функции

	 ψ(x, θ) = c(θ)� lnf(x, θ) + β(θ)� , 	 (4)

где c(θ) — произвольная непрерывная функция, не 
равная нулю для всех θ ∈ Θ; функция β(θ) определяется 
из условия (1). Оценочную функцию (4) назовем опти-
мальной для заданной весовой функции s(x, θ).

Функция (4) является также решением задачи мак-
симизации функционала (3) для функции s(x, θ) ≤ 0. 
Таким образом, весовая функция s(x, θ) в (4) может 
быть неотрицательной или неположительной, что рас-
ширяет исходное определение функционала (3) как ква-
драта весовой L2-нормы. Соответственно функционалу 
(3) при этом доставляется минимум либо максимум.

Далее для краткости, как правило, будем опускать 
аргументы функций. Например, (4) запишем в виде 
ψ = c(∂f/∂θ + βf)/s. 

Введем следующее соглашение. Когда функционал 
(3) или его частный случай (V или W) используется без 
указания аргументов, подразумевается, что в качестве 
оценочной функции в него подставляется выражение 
(4), зависящее от s. Если при этом весовая функция 
s является членом параметрического семейства, то 
функционал представляет собой функцию параметра, 
задающего это семейство. Штрихом будем обозначать 
производную функций по данному параметру.

Так, семейству условно оптимальных оценок 
[2, 8, 9, 11, 16] в зависимости от способа параметриза-
ции соответствуют функции s = 1 + γf или s = λ + f, где 
γ, λ — параметры, задающие семейство. Данное семей-
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О свойствах М-оценок, оптимизирующих весовую L2-норму функции влияния

ство оценок может определяться как минимизирующее 
неустойчивость при ограничении на асимптотическую 
дисперсию (или минимизирующее асимптотическую 
дисперсию при ограничении на неустойчивость). 
Причем в задаче минимизации возможны два вида 
ограничений: ограничения-неравенства и ограниче-
ния-равенства. Последние приводят к более широким 
диапазонам параметров, задающих семейство, и пото-
му оно названо расширенным условно оптимальным 
семейством [8].

Для обеспечения корректности приводимых далее 
рассуждений дополнительно потребуем, чтобы все по-
лученные производные и интегралы существовали и 
были непрерывными функциями параметра, задающего 
семейство; для выписанных интегралов было допусти-
мо, где это необходимо, внесение операции дифферен-
цирования под знак интеграла. 

Свойства оптимальных оценочных функций

И зучим свойства оптимальных оценочных функций, 
определяемых выражением (4). В работе [11] показано, 
что для величины (3) справедливо: 

	 U =  = c2/ ∫
X

ψ2sdx,

где функция N определена в выражении (2), а c — в (4).
Перепишем равенства в виде [5]:

	  =  = ∫
X

ψ2sdx = ∫
X

φ2sdx, 	 (5)

где φ = ψ/c = (∂f/∂θ + βf)/s.
Пусть функция s представляет собой параметриче-

ское семейство, зависящее от некоторого скалярного 
параметра, от которого не зависит f. Тогда получим:

	 φʹ = (βʹf – φsʹ)/s. 	 (6)

Теорема 1. Для оценочной функции (4) справедливо

	 Uʹ = ∫
X

ψ2sʹdx = ∫
X

IF2sʹdx.

Доказательство. Действительно, используя равен-
ства (5), (6) и (1), найдем

	 � �
ʹ
 = 2βʹ ∫

X
φfdx – ∫

X
φ2sʹdx = ∫

X
φφʹsdx = – ∫

X
φ2sʹdx; 	(7)

	 Uʹ = – � �
2 
� �

ʹ
 = � �

ʹ
∫
X

φ2sʹdx =

	 = ∫
X

ψ2sʹdx = ∫
X

IF2sʹdx. 	
(8)

Теорема доказана.
Функционал Uʹ в зависимости от вида s и способа 

ее параметризации может иметь различный смысл. 
Рассмотрим некоторые частные случаи теоремы 1.

Следствие 1 из теоремы 1. Пусть s = γf + h, где γ — 
параметр, задающий семейство; h — независящая от  

γ функция. Тогда для оптимальной оценочной функции 
(4) справедливо

	 Uʹ = ∫
X

ψ2fdx = U(ψ, f) = V.

Следствие 2 из теоремы 1. Пусть s = f + λh, где λ — 
параметр, задающий семейство; h — независящая от λ 
функция. Тогда для оптимальной оценочной функции 
(4) справедливо

	 Uʹ = ∫
X

ψ2hdx = ∫
X

IF2hdx = U(ψ, h).

Отметим, что следствия из теоремы 1 при h = 1 
описывают свойства условно оптимальных оценок, 
доказанные в [8] (теорема 1).

Следующий результат позволяет получить достаточ-
ные условия вогнутости (выпуклости) величины (3) как 
функции параметра, задающего семейство.

Теорема 2. Для оптимальной оценочной функции 
(4) справедливо одно из следующих неравенств:

	 Uʺ ≤ ∫
X

IF2sʺdx, если U > 0; Uʺ ≥ ∫
X

IF2sʺdx, если U < 0.

Причем равенство в них достигается, только если s 
не зависит от x.

Доказательство. В следующих преобразованиях 
воспользуемся первым равенством в (7), не отбрасывая 
в нем нулевое слагаемое, а также равенствами (6) и (1):

	 � �
ʺ
 = 2βʺ ∫

X
φfdx + 2(βʹ)2 ∫

X
dx – 2βʹ ∫

X
sʹdx –

	 – 2βʹ ∫
X

sʹdx + 2 ∫
X

(sʹ)2dx – ∫
X

φ2sʺdx =

	 = ∫
X

(βʹf – φsʹ)2dx – ∫
X

φ2sʺdx = 

	 = 2 ∫
X

(φʹ)2sdx – ∫
X

φ2sʺdx.

Отсюда, используя (5), (7) и (8), находим:

	 � �
3 

Uʺ = � �
3

�– � �
–2

� �
ʹ
�
ʹ
 = 

	 = �� �
ʹ
�

2

 – � �
ʺ
 = 

	 = ∫
X

φ2sʺdx + � ∫
X

φφʹsdx�
2
 – ∫

X
φ2sdx ∫

X
(φʹ)2sdx.

Последние два слагаемых в полученном выражении 
есть неположительная величина в силу неравенства 
Коши–Буняковского. Равенство в нем достигается, 
только когда функции φ и φʹ коллинеарны либо одна из 
них тождественно равна нулю, т. е. s не зависит соот-
ветственно от x либо от параметра, задающего семей-
ство (в обоих случаях величина βʹ = 0). Случай, когда 
параметр отсутствует, не допускается по условию.

Таким образом, приходим к неравенству

	 � �
3 

Uʺ ≤ ∫
X

φ2sʺdx = � �
3

∫
X

IF2sʺdx.
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Домножим полученное выражение на величину 
2U3 = 2c3/N3, знак которой соответствует знаку U. В ре-
зультате получим неравенства в утверждении теоремы. 
Теорема доказана. 

Следствие 1 из теоремы 2. Пусть s = γf + h ≥ 0, 
где s ≠ const; γ — параметр, задающий семейство; h — 
независящая от γ функция. Тогда для оптимальной 
оценочной функции (4) Uʺ < 0.

Доказательство. Данное неравенство следует из 
теоремы 2, поскольку sʺ = 0 и U > 0 в силу представле-
ния (3), кроме того, s зависит от x. Следствие доказано.

Следствие 2 из теоремы 2. Пусть s = f + λh, где 
s ≠ const; λ — параметр, задающий семейство; h — 
независящая от λ функция. Тогда для оптимальной 
оценочной функции (4) справедливо:

	 Uʺ < 0, если s ≥ 0; Uʺ > 0, если s ≤ 0.

Доказательство. Данные неравенства следуют из 
теоремы 2, поскольку sʺ = 0, U > 0 при s ≥ 0, U < 0 при 
s ≤ 0, кроме того, s зависит от x. Следствие доказано.

Единственность членов условно оптимального 
семейства

Применим следствия 1 и 2 из теоремы 2 к условно 
оптимальному семейству, расширенному за счет от-
рицательных значений параметра [8]. В этом случае 
h = 1, а параметры, задающие семейство, удовлетворя-
ют условиям

	 γ > –1/max
x∈X

f;

	 λ ≥ 0 или λ < –max
x∈X

f.

Последние два неравенства соответствуют разным 
знакам U, поэтому исходную задачу минимизации 
величины (3) в данном случае следует понимать как  
∫
X

IF2|s|dx → min
ψ

.

Согласно следствиям из теорем 1 и 2 справедливо 
неравенство

	  =  < 0

для всех допустимых значений γ > –1/max
x∈X

f;
кроме того,

	  =  < 0, если λ ≥ 0;  > 0, если λ < –max
x∈X

f.

Отсюда следует единственность решения вариаци-
онных задач, определяющих семейство. Сформулируем 
это в виде следующих утверждений [8].

Утверждение 1. Задача с ограничениями-неравен-
ствами. Пусть задана верхняя граница W0 неустойчиво-
сти W или верхняя граница V0 асимптотической диспер-
сии V оценки, так что соответственно WОМУ ≤ W ≤ W0 
или VОМП ≤ V ≤ V0. Тогда каждое такое ограничение 
однозначно определяет условно оптимальную оценку, 
которой соответствуют некоторые неотрицательные 
значения параметров λ и γ.

Утверждение 2. Задача с ограничениями-равен-
ствами. Пусть решается задача минимизации неустой-
чивости W при условии, что асимптотическая диспер-
сия оценки V = V0, где VОМП ≤ V0 < Vmax, Vmax — предел 
асимптотической дисперсии оценки при γ → –1/max

x∈X
f 

или λ → –max
x∈X

f. Тогда решением задачи является расши-

ренное условно оптимальное семейство оценок, причем 
каждое значение V0 однозначно определяет оценку из 
данного семейства.

Оценивание параметров нормальной модели

На практике в качестве модельного распределения 
ошибок наблюдений часто выступает нормальное рас-
пределение [1] с плотностью

	 f(x, μ, σ) = exp�–  �, x ∈ R, 	 (9)

где μ — параметр сдвига; σ — параметр масштаба. 
Потому для исследователя важно иметь в своем ар-
сенале набор устойчивых оценок параметров данной 
модели.

В табл. 1 перечислены некоторые условно опти-
мальные оценки, соответствующие значениям пара-
метра λ (задающего элемент семейства), а также опти-
мизационные задачи, приводящие к данным оценкам.

Присутствующая в таблице ОММ — наилучшая 
B-робастная оценка [4] в условно оптимальном семей-
стве.

Рассмотрим семейство условно оптимальных оце-
нок параметра сдвига μ в модели (9). Соответствующие 
оценочные функции, совпадающие с функциями влия-
ния, определяются выражением (4) при s = λ + f и β = 0, 
т. е. имеют вид

	 ψ(x, μ) = c  , 	 (10)

где c = c/σ2 — безразмерная константа, определяемая 
условием N(θ) = 1 (она несущественна с точки зрения 
решения оценочного уравнения). Стандартное отклоне-
ние σ предполагается известным. Если оно неизвестно, 
может использоваться одна из его оценок (табл. 2) [2]. 
Для оценки параметра сдвига справедливы равенства 
VОМП = σ2, WОМУ = 4√πσ3 [2].

В табл. 2 для условно оптимальных оценок пара-
метра сдвига μ приведено значение λσ (поскольку λ 
обратно пропорционально σ), значение c и значения 
относительных характеристик эффективности и устой-
чивости. Кроме перечисленных в табл. 1 оценок, рас-
смотрена также одна безымянная оценка, относящаяся 
к расширению семейства в область λ < 0.

Для ОМУ общая формула (10) приводит к неопре-
деленности, поэтому запишем отдельно выражение для 
данной функции влияния:

	 IFОМУ(x, μ) = √8(x – μ)exp�–  �.

На рис. 1 показаны графики функций влияния 
рассмотренных в табл. 2 оценок при μ = 0 и σ = 1, за 
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исключением ОК и ОММ (чтобы линии графиков не 
располагались слишком плотно). ОК довольно близка 
к ОРВ, а ОММ занимает промежуточное положение 
между ОМУ и ОРВ.

Все рассмотренные оценки, кроме ОМП, являются 
сниженными (их функции влияния имеют асимптотой 
ось абсцисс), а следовательно, обладают свойством 
устойчивости к асимметричному засорению. Оценкам 
с бо́́льшим значением λ (при λ > 0) соответствует боль-
шее значение характеристики stbψ; соответствующие 

функции влияния быстрее сходятся к нулю при увели-
чении |x|, а также их |IF(x, μ)| достигает максимума при 
меньшем значении |x|. Оценка, которой соответствует 
λ = –0,5/σ, с описанной точки зрения имеет наиболь-
шую среди исследуемых оценок устойчивость (хотя 
показатель stbψ при λ < 0 не способен это отразить 
количественно, поскольку его максимум достигается 
на ОМУ), однако она имеет невысокую эффективность 
и сравнительно большое значение max

x
|IF(x, μ)|, что не 

очень хорошо [4], но может быть оправдано при значи-
тельном засорении наблюдений.

Построим условно оптимальные оценки параметра 
масштаба σ в модели (9). Согласно (4) соответствую-
щие оценочные функции, совпадающие с функциями 
влияния, могут быть записаны в виде

	 ψ(x, σ) = c σ , 	 (11)

где β = 1 – βσ — безразмерная константа, определяемая 
из условия (1); c имеет тот же смысл, что и в (10). Для 
оценки параметра масштаба справедливы равенства 
VОМП = σ2/2, WОМУ = 4√πσ3 [2].

В табл. 3 приведены характеристики условно опти-
мальных оценок параметра масштаба σ.

Для ОМУ общая формула (11) приводит к неопре-
деленности, поэтому запишем отдельно выражение для 
данной функции влияния:

Таблица 1. Некоторые условно оптимальные оценки
Table 1. Some conditionally optimal estimators

Название Сокращенное 
название Уравнение для определения λ Оптимизационная формулировка

Оценка максимального правдо-
подобия [1, 2]

ОМП λ = 0 V(ψ) → min
ψ

Равнооптимальная оценка [11] ОРО effψ = stbψ min{effψ, stbψ} → max
ψ

Компромиссная оценка [2] ОК λ = VОМП/WОМУ eff–1ψ + stb–1ψ → min
ψ

Равновесная оценка [17] ОРВ λ = V/W > 0 V(ψ)W(ψ) → min
ψ

Оценка максимальной устой-
чивости [2]

ОМУ λ = ∞ W(ψ) → min
ψ

Минимаксная оценка ОММ max
x

|IF| → min
λ

—

Таблица 2. Характеристики некоторых оценок параметра сдвига
Table 2. Characteristics of some estimators of the shift parameter

λσ c effψ, % stbψ, % Название

0 1 100 0 ОМП
0,08304988 1,868355 85,04 85,04 ОРО
0,1410474 2,334381 81,15 90,74 ОК
0,1618861 2,496072 80,13 91,96 ОРВ
0,2916770 3,471798 75,93 95,97 ОММ

∞ ∞ 64,95 100 ОМУ
–0,5 –1,755425 42,51 86,30 —

Рис. 1. Графики некоторых функций влияния параметра 
сдвига

Fig. 1. Graphs of some influence functions of the shift 
parameter
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	 IFОМУ(x, σ) = √8σ�  – �exp�–  �.

На рис. 2 приведены графики функций влияния, 
перечисленных в табл. 3 оценок параметра масштаба 
при μ = 0 и σ = 1, кроме ОК и ОММ. 

ОК занимает промежуточное положение между 
ОРО и ОРВ, а ОММ довольно близка к ОМУ. Для изо-
браженных на рис. 2 графиков, в целом, справедливы 
те же закономерности, что и для графиков на рис. 1.

Если неизвестны оба параметра модели (9), тогда 
решается система оценочных уравнений для каждого 
из параметров.

Обсуждение

В работе получены следующие результаты о свой-
ствах оценок, оптимизирующих весовую L2-норму 
функции влияния:
—	 доказаны две теоремы, согласно которым найдены 

выражение для производной по параметру функци-

онала качества оптимальной оценки и неравенства, 
необходимые для установления его выпуклости 
(вогнутости) по параметру;

—	 сформулированы следствия из теорем, относящиеся 
к условно оптимальному семейству оценок;

—	 в частности, для условно оптимального семейства 
установлены свойства монотонности функций неу-
стойчивости и асимптотической дисперсии в зави-
симости от параметров, задающих семейство, отку-
да следует единственность элементов семейства;

—	 построены функции влияния ряда оптимальных 
оценок параметров сдвига и масштаба нормальной 
модели, исследованы характеристики этих оценок.
Доказанные теоремы оказались полезными при 

исследовании свойств компромиссных оценок на 
базе двух критериев, а также при изучении минимак-
сных уровней засорения в рамках модели БТЗ для 
задач, аналогичных исследованным в работе [18]. 
Соответствующие материалы готовятся к опублико-
ванию. Можно считать перспективным использование 
полученных результатов в условиях, когда искажение 
данных производится целенаправленно действующим 
противником — в постановках задач, близких к исполь-
зуемым во вредоносном машинном обучении [19].

Заключение

Полученные в работе теоретические результаты 
служат инструментом для анализа однопараметриче-
ских семейств оценок, обладающих оптимальностью в 
смысле минимума весовой L2-нормы функции влияния. 
В первую очередь, данный инструмент позволяет от-
ветить на вопрос о единственности членов семейства.

При подходящем выборе весовой функции опти-
мальные оценки оказываются сниженными, т. е. об-
ладают устойчивостью к асимметричному засорению 
наблюдений. Это важно для практического применения 
данных оценок. 

Теоретические результаты работы проиллюстриро-
ваны на примере ряда условно оптимальных оценок 
А.М. Шурыгина, для которых приведены все необхо-
димые характеристики.

Таблица 3. Характеристики некоторых оценок параметра масштаба
Table 3. Characteristics of some estimators of the scale parameter

λσ β c effψ, % stbψ, % Название

0 1 0,5 100 0 ОМП
0,04348800 0,7904612 1,101824 73,36 73,36 ОРО
0,07052370 0,7452787 1,349195 68,34 80,97 ОК
0,09066582 0,7211837 1,521623 65,72 84,49 ОРВ

∞ 0,5 ∞ 43,30 100 ОМУ
–1,315140 0,4512637 –8,106702 38,68 99,20 ОММ

–0,5 0,2993957 –2,125707 24,90 85,75 —

Рис. 2. Графики некоторых функций влияния параметра 
масштаба

Fig. 2. Graphs of some influence functions of the scale 
parameter
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Аннотация
Введение. Изучены симметричные формы потери устойчивости прямоугольной пластинки Кирхгоффа с двумя 
защемленными и двумя свободными параллельными гранями под действием распределенной сжимающей 
нагрузки, приложенной к защемленным граням. Метод. Функция прогибов пластинки при потере устойчивости 
представлена двумя гиперболо-тригонометрическими рядами с неопределенными коэффициентами, которые 
получены при точном удовлетворении всех условий краевой задачи. Проблема поиска сведена к решению 
однородной бесконечной системы линейных алгебраических уравнений относительно одной последовательности 
неопределенных коэффициентов, которая в качестве параметра содержит искомую критическую нагрузку. 
Для получения нетривиальных решений определитель системы должен быть равен нулю. Эта задача на 
собственные значения имеет бесчисленное множество решений. Hетривиальные решения системы предложено 
находить методом последовательных приближений с перебором параметра нагрузки. Основные результаты. 
С помощью компьютерных вычислений найдены первые четыре критические нагрузки (включая эйлерову), 
приложенные к защемленным параллельным граням квадратной пластинки и дающие симметричные формы 
потери устойчивости. Исследовано влияние количества членов, удерживаемых в рядах, и числа итераций на 
точность вычислений. Представлены 3D-изображения найденных форм потери устойчивости. Приведено 
сравнение с известными решениями. Обсуждение. Полученные результаты могут быть использованы при 
проектировании различных плоских прямоугольных элементов в микроэлектронике и нанотехнике.
Ключевые слова
прямоугольная пластинка, две параллельные стороны защемлены, две стороны свободные, критические нагрузки, 
гиперболо-тригонометрические ряды
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Stability of a highly elastic rectangular plate with clamped-free edges under 
uniaxial compression
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Abstract
The symmetrical buckling modes of a rectangular Kirchhoff plate with two clamped and two free parallel faces 
(CFCF-plate) under the action of a distributed compressive load applied to the clamped faces have been studied. The 
function of plate deflections due to loss of stability is represented by two hyperbolic-trigonometric series with indefinite 
coefficients which are found when all conditions of the boundary value problem are exactly satisfied. The problem is 
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reduced to solving a homogeneous infinite system of linear algebraic equations with respect to one sequence of uncertain 
coefficients which contain the desired critical load as a parameter. To obtain nontrivial solutions, the determinant of 
the system must be equal to zero. This eigenvalue problem has countless solutions. It is proposed to find non-trivial 
solutions of the system using the method of successive approximations with enumeration of the load parameter. Using 
computer calculations, the first four critical loads (including the Euler load) were found applied to the clamped parallel 
faces of a square plate and giving symmetrical forms of buckling. The influence on the accuracy of calculations of the 
number of terms retained in the series and the number of iterations is studied. 3D images of the found buckling modes 
are presented. A comparison with known solutions is provided. The results obtained can be used in the design of various 
flat rectangular elements in microelectronics and nanotechnology.
Keywords
rectangular plate, CFCF-plate, critical loads, hyperbolic-trigonometric series
For citation: Sukhoterin M.V., Sosnovskaya A.A. Stability of a highly elastic rectangular plate with clamped-free edges 
under uniaxial compression. Scientific and Technical Journal of Information Technologies, Mechanics and Optics, 2024, 
vol. 24, no. 2, pp. 276–283 (in Russian). doi: 10.17586/2226-1494-2024-24-2-276-283

Введение

Тонкие и сверхтонкие пластинки (мембраны) широ-
ко используются в микроэлектронике, smart-конструк-
циях, нанотехнологиях (нанопластинах) и т. д., а также 
в качестве чувствительных элементов различных дат-
чиков (пьезоэлектрических или тензодатчиков микро-
электромеханических систем, снабженных сенсорами 
и актуаторами). Эти пластинки деформируются под 
воздействием внешних механических сил, электриче-
ских или магнитных полей и через актуаторы вызывают 
отклик управляющей системы. Современные высокоу-
пругие материалы позволяют пластинке под действием 
возрастающих сжимающих сил в ее плоскости терять 
устойчивость несколько раз, меняя форму равновесия. 
Это может быть использовано для изменения управля-
ющего сигнала.

По условиям опирания пластинки-датчики в основ-
ном подразделяются на: консольные пластинки (один 
край защемлен, остальные — свободные); пластинки, 
защемленные по всему контуру; пластинки, два про-
тивоположные края которых защемлены, а два другие 
свободные (CFFF-, CCCC-, CFCF-пластинки по об-
щепринятому обозначению, C — Clamped, F — Free). 
В настоящей работе рассмотрены CFCF-пластинки, к 
защемленным граням которых приложены распреде-
ленные сжимающие нагрузки.

Обычно исследователи не идут дальше определения 
первой критической нагрузки (эйлеровой), считая ее 
разрушающей [1–7], поэтому существует мало работ 
[8–14], посвященных определению начального спектра 
критических нагрузок и соответствующих форм потери 
устойчивости (форм закритического равновесия).

 В работе [9] спектр критических нагрузок для 
CCCC-пластинки получен итерационным методом с 
использованием гиперболо-тригонометрических рядов, 
а в [11] — методом Галеркина c помощью полинома. 
В [10] рассмотрены CCCC-, CCSS- и CCCS-пластинки 
(S — свободно опертый край, «supported») при одноо-
сном сжатии. Задача решена методом симплектической 
суперпозиции. Искомая функция прогибов представ-
лена комбинациями тригонометрических и экспонен-
циальных функций. Работы [13, 14] посвящены иссле-
дованиям консольных пластинок. Спектр критических 
нагрузок получен методом последовательных прибли-
жений с перебором параметра нагрузки. Форма изогну-

той поверхности выбиралась в виде гиперболо-триго-
нометрических рядов по двум координатам.

В [8, 12] исследована устойчивость прямоугольных 
нанопластинок в рамках нелокальной теории Эрингена 
(Eringen), которая рассматривает более сложное уравне-
ние равновесия, чем в классической теории Кирхгоффа. 
В [8] использован метод конечных полос в сочетании с 
энергетическим методом. Для ортотропных пластинок 
с различным опиранием сторон (в том числе и для 
CFCF-пластинок) получены первые 6 критических на-
грузок при двухосном сжатии. В работе [12] приведены 
аналитические решения для консольных нанопластин 
на упругом основании под действием плоского магнит-
ного поля методом симплектической суперпозиции. 
Получены 6 критических нагрузок и соответствующих 
форм равновесия.

Для CFCF-пластинки при одноосном нагружении 
известны лишь эйлеровы нагрузки для различных от-
ношений ее сторон [3, 15]. 

Цель настоящей работы — поиск с высокой точно-
стью начального спектра критических нагрузок и форм 
равновесия CFCF-пластинки при одноосном сжатии 
методом последовательных приближений с использова-
нием гиперболо-тригонометрических рядов. На каждой 
итерации все условия краевой задачи выполняются 
точно. Этот метод успешно применен в работах [13, 
14, 16] для решения различных задач устойчивости и 
колебаний прямоугольных пластинок.

Постановка задачи

Рассмотрим прямоугольную CFCF-пластинку по-
стоянной толщины, к защемленным граням которой 
в плоскости пластинки приложены равномерно рас-
пределенные сжимающие усилия интенсивностью TХ 
(рис. 1). Размеры пластинки a × b. Требуется найти 
некоторый начальный спектр критических нагрузок и 
соответствующих форм равновесия в предположении, 
что материал пластинки обладает высокой упругостью. 

Поместим начало координат в центр пластинки, оси 
направим параллельно ее сторонам.

В классической теории пластин (теория Кирхгоффа) 
дифференциальное уравнение равновесия при потере 
устойчивости от осевой сжимающей нагрузки имеет 
вид [17]:

М.В. Сухотерин, А.А. Сосновская
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	 D 2 2w(X, Y) + TX  = 0, 	 (1)

где D = Eh3/[12(1 – ν2)] — жесткость пластинки при 
изгибе, E — модуль упругости материала, h — толщина 

пластинки, ν — коэффициент Пуассона; 2 2 =  +  

+ 2  +  — бигармонический  оператор; 

w(X, Y) — искомая функция прогибов, перпендикуляр-
ных исходной нейтральной плоскости пластинки.

Предположим, что размерность всех указанных 
физических величин соответствует международной 
системе единиц СИ.

Перейдем к относительным координатам x = X/b, 
y = Y/b. Тогда уравнение (1) примет вид:

	 2 2w(x, y) + Tx  = 0, 	 (2)

где Tx = TXb2/D — относительные (безразмерные) сжи-

мающие усилия; 2 2w =  + 2  + ; размеры 

пластинки: –γ/2 ≤ x ≤ γ/2, –1/2 ≤ y ≤ 1/2 где γ = a/b — 
отношение сторон пластинки.

На защемленных краях x = ± γ/2 должны быть равны 
нулю прогибы и углы поворота [17]:

 	 w = 0,  = 0,	 (3)

а на свободных краях y = ±1/2 — изгибающие моменты 
My (отнесены к величине b/D) и перерезывающие силы 
Vy (отнесены к величине b2/D):

	 My =  + ν  = 0,

	 Vy =  + (2 – ν)  = 0. 
	 (4)

Математическая задача состоит в определении не-
тривиальной функции прогибов w(x, y), удовлетворяю-

щей уравнению изгиба (2) и граничным условиям (3), 
(4). Проблема заключается в поиске собственных зна-
чений — критических сжимающих усилий Тх, дающих 
соответствующие формы равновесия пластинки после 
потери устойчивости.

Отметим, что формы равновесия могут быть симме-
тричными, антисимметричными и смешанными. 

Определение симметричных форм равновесия

Первая (эйлерова) форма должна быть симметрич-
ной и соответствовать форме изгиба пластинки при 
действии на нее равномерного давления, поэтому ис-
комая функция прогибов в данном случае должна со-
держать только четные функции. 

Функцию w(x, y) представим двумя гиперболо-три-
гонометрическими рядами:

	 w(x, y) = w1(x, y) + w2(x, y) =

	 = ∑
∞

k=1
(–1)kAkch(αkx)cos(λky) +	 (5)

	 + ∑
∞

s=1,3,…
(–1)sCsch(ξsy)cos(μsx), 

где Ak, Cs, αk, ξs — коэффициенты, которые необходимо 
определить; λk = 2πk, μs = πs/γ, s = (s + 1)/2, k = 1,2,…, 
s = 1,3,… .

Кроме эйлеровой нагрузки, найдем с помощью 
функции (5) и последующие критические нагрузки 
для симметричных форм равновесия.

Потребуем, чтобы каждый ряд функции (5) удов-
летворял уравнению изгиба (2); тогда для определения 
коэффициентов αk и ξs получим: 

  	 αk
4 – 2αk

2λk
2 + λk

4 + αk
2Tx = 0,

	 ξs
4 – 2ξs

2μs
2 + μs

4 – μs
2Tx = 0.

	 (6)

Из уравнений (6) найдем пары корней, зависящие от 
неизвестной критической нагрузки Tx: 

 	 αk = 0,5[2λk
2 – Tx + Tx

2 – 4λk
2Tx],

	 βk = 0,5[2λk
2 – Tx – Tx

2 – 4λk
2Tx],

	 (7)

	 ξs = μs
2 + μs Tx , ηs = μs

2 – μs Tx .	 (8)

Здесь для удобства через βk и ηs обозначены соот-
ветственно вторые выражения коэффициентов αk и ξs 
(отличаются знаками перед внутренним радикалом).

В силу четности функций отрицательные корни не 
учитывались. Заметим, что корни (7), (8) могут быть 
как действительными, так и комплексными, однако в 
итоге решение будет вещественным.

С учетом полученных значений βk и ηs функции, 
входящие в формулу (5), перепишем в виде:

	 w1(x, y) = ∑
∞

k=1
(–1)k(Akch(αkx) + Bkch(βkx))cos(λky), 	(9)

w2(x, y) = ∑
∞

s=1,3,…
(–1)s(Csch(ξsy) + Dsch(ηsy))cos(μsx). 	(10)

Рис. 1. CFCF-пластинка под действием сжимающих усилий 
в ее плоскости

Fig. 1. CFCF plate under the action of compressive forces in its 
plane
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В выражения (9) и (10) добавлены слагаемые, содер-
жащие неопределенные коэффициенты Bk и Ds.

Функция w2(x, y) «автоматически» удовлетворяет 
условию отсутствия прогибов на гранях x = ±γ/2. Для 
того чтобы и функция w1(x, y) удовлетворяла этому 
условию, коэффициенты Ak и Bk должны быть связаны 
соотношением

	 Bk = – Akchαk
*/chβk

*,

где αk
* = αkγ/2; βk

* = βkγ/2. 
Функция w1(x, y) аналогично удовлетворяет усло-

вию отсутствия перерезывающих сил на гранях y = ±1/2 
(второе условие (4)). Требуя этого и от функции w2(x, y), 
получим:

	Csξs[ξs
2 – (2 – ν)μs

2]shξs
* + Dsηs[ηs

2 – (2 – ν)μs
2]shηs

* = 0,

где ξs
* = ξs/2; ηs

* = ηs/2. Откуда

	 Ds = – Cs.

Теперь искомая функция прогибов (5) будет содер-
жать лишь две последовательности неизвестных коэф-
фициентов Ak

* и Cs
*:

	 w(x, y) = ∑
∞

k=1
(–1)kAk

*�  – �cos(λky) +

	 + ∑
∞

s=1,3,…
(–1)sCs

*×	 (11)

	 ×�  – �cos(μsx),

где Ak
* = Akchαk

*; Cs
* = Csshξs

*.
Потребуем теперь, чтобы функция прогибов (11) 

удовлетворяла двум оставшимся граничным условиям 
(второе условие (3) и первое условие (4)). Тогда для 
свободных сторон пластинки получим систему урав-
нений:

	
∑
∞

k=1
(–1)kAk

*(αkthαk
* – βkthβk

*)cos(λky) +
	
+ ∑

∞

s=1,3,…
μsCs

*×

	

×�  – � = 0,

	
∑
∞

k=1
Ak

*��ναk
2 – λk

2�  – �νβk
2 – λk

2� � +

	
+ ∑

∞

s=1,3,…
(–1)sCs

*×
	

×��ξs
2 – νμs

2�cthξs
* – ×

	
×�ηs

2 – νμs
2�cthηs

*�cos(μsx) = 0.

	(12) 

Преобразуем систему (12). Разложим в первом 
уравнении гиперболические функции в ряды Фурье по 
cos(λky), а во втором уравнении — по cos(μsx). В резуль-
тате получим [15]:

	 ch(ξsy) =  + 4ξsshξs
* ∑

∞

k=1
(–1)k ,

	 ch(ηsy) =  + 4ηsshηs
* ∑

∞

k=1
(–1)k ,

	 ch(αkx) = – ∑
∞

s=1,3,…
(–1)s ,

	 ch(βkx) = – ∑
∞

s=1,3,…
(–1)s .

	 (13)

В первых двух формулах (13) имеются свободные 
члены, поэтому при подстановке в первое уравнение 
(12) также появится свободный член, который обозна-
чим как 

	 G = 2 ∑
∞

s=1,3,…
 �1 – �Cs

*. 	 (14)

Компенсируем эту константу дополнительной функ-
цией прогибов, зависящей только от координаты x 

	 w0(x) = Rcos(tx) + H, 	 (15)

где t, R, H — коэффициенты.
Для получения коэффициента t подчиним функцию 

(15) основному уравнению (2) задачи, тогда t = √Tx.
Коэффициенты R, H найдем из граничных условий 

на гранях x = ±γ/2 с учетом появления свободного чле-
на G:

	
Rcost* + H = 0,
tRsint* = G,

где t* = tγ/2. 
Отсюда

	 R = G/(tsint*), H = –Gctgt*/t.

После преобразований получим вспомогательную 
функцию прогибов (15) в виде

	 w0(x) = . 	 (16)

С учетом первых двух формул (13) (без свободных 
членов) первое уравнение (12) примет следующий вид:

	 ∑
∞

k=1
(–1)kAk

*(αkthαk
* – βkthβk

*)cos(λky) +

	 + 4 ∑
∞

s=1,3,…
μsξsCs*�∑

∞

k=1
(–1)k  –  ×

	 × ∑
∞

k=1
(–1)k � = 0.

Переставим знаки суммирования по индексам k и s 
и освободимся от знака суммирования по индексу k во 
всем выражении. В результате получим
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 	 (αkthαk
* – βkthβk

*)Ak
* +	

(17)

+ 4 ∑
∞

s=1,3,…
μsξs�  –   � Cs

* = 0.

На основании выражения (17) запишем

 	 Ak
* = –  ×

	 × ∑
∞

s=1,3,…
μsξs�  –   �Cs

*.	
(18)

Вспомогательная функция (16) порождает невязку 
по изгибающему моменту на гранях y = ±1/2:

	 M0y = – . 	 (19)

Воспользуемся разложением

	 cos(tx) = – ∑
∞

s=1,3,…
(–1)s .

Тогда невязка (19) примет вид

	 M0y = ctgt* ∑
∞

s=1,3,…
(–1)s .  	 (20)

Подставим два последних разложения (13) во второе 
уравнение (12) и добавим невязку (20) от w0:

	 ctgt* ∑
∞

s=1,3,…
(–1)s  – 

	  – ∑
∞

k=1
Ak

*��ναk
2 – λk

2� ∑
∞

s=1,3,…
 –

	 – �νβk
2 – λk

2� ∑
∞

s=1,3,…
� +	

(21)

	 + ∑
∞

s=1,3,…
(–1)sCs

*ψscos(μsx) = 0,

где 

	 ψs = (ξs
2 – νμs

2)cthξs
* –  .

Переставим в (21) знаки суммирования и освобо-
димся от знака внешней суммы:

 	   + ∑
∞

k=1
Ak

*�–  + � +

	 + Cs
*ψs = 0.	

(22)

Из выражения (22) получим разрешающую беско-
нечную систему линейных алгебраических уравнений 
относительно коэффициентов Cs

*:

Cs
* = – �  – ∑

∞

k=1
Ak

*�  – ��, 	(23)

в которую затем из формулы (18) подставим коэффици-
енты Ak

*, а из формулы (14) — величину G. Полученная 

система (23) содержит в качестве параметра искомую 
критическую нагрузку Тхкр. Бесконечное множество 
собственных чисел (критических нагрузок) можно най-
ти из условия равенства нулю определителя системы 
(23). Отметим, что в настоящей работе использовался 
более простой итерационный метод, описанный в ра-
ботах [13, 14, 16], в сочетании с перебором параметра 
нагрузки (метод «стрельбы»).

Приведем окончательное выражение для функции 
прогибов пластинки:

	 w(x, y) =  + 

	 + ∑
∞

k=1
(–1)kAk

*�  – �cos(λky) +

	 + ∑
∞

s=1,3,…
(–1)sCs

*×

	 ×�  – �cos(μsx).

Численные результаты. Обсуждение

Для вычисления критических усилий и получения 
3D-форм потери устойчивости была составлена про-
грамма в среде аналитических вычислений MAPLE, 
реализующая алгоритм в разделе «Определение сим-
метричных форм равновесия». Начальные значения 
коэффициентов Cs

*в формулах (14) и (18) приняты в 
виде последовательности 1/µs

2. Если перебором была 
определена нагрузка, при которой соответствующие 
коэффициенты соседних итераций Ak

* и Cs
* не отли-

чались друг от друга (нетривиальное решение), то эта 
нагрузка считалась критической.

В качестве примера рассмотрим квадратную пла-
стинку. Коэффициент Пуассона принят равным 0,3. 
Число членов в рядах (размер редуцированной системы 
(23)) изменялось в контрольном варианте в широких 
пределах: 29, 59, 79, 99, 109, число итераций: 10, 15, 
20, 25; число значащих цифр при вычислениях в среде 
MAPLE принято равным 10, 20, 30, 40. Окончательно 
при дальнейших расчетах в рядах удерживалось 99 чле-
нов, число итераций — 20, число значащих цифр — 30. 
Дальнейшее увеличение числа членов и итераций не 
изменяло шестую значащую цифру при вычислении со-
ответствующих коэффициентов системы (23) в послед-
ней итерации по сравнению с предыдущей. В таблице 
представлены значения первых четырех критических 
нагрузок для симметричных форм потери устойчивости 
(форм равновесия), а сами формы приведены на рис. 2. 

В работе [15, С. 304] приведена эйлерова нагрузка 
4,03·π2 = 39,77; в [3] соответствующее значение равно 
3,984·π2 = 39,321, что близко к полученному результату 
в настоящей работе, однако оба результата несколько 
завышены, так как в работах [15, 3] были использованы 
энергетические методы. Результат работы [3] следует 
считать более точным, чем [15], так как автор исполь-
зовал метод конечных элементов (9-узловые конечные 
элементы), однако он менее точен, чем результат на-
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стоящей работы, ввиду того, что число этих элементов 
было всего 16. Критерием точности численных резуль-
татов следует считать точность выполнения всех усло-
вий задачи, которые в данном случае выполняются точ-

но с использованием гиперболо-тригонометрических 
рядов и бесконечной разрешающей системы. Исходя 
из этого, увеличение точности самого вычислитель-
ного процесса связана только с анализом численных 

Таблица. Критические относительные (безразмерные) сжимающие усилия Tx = TXb2/D в квадратной пластинке для симме-
тричных форм равновесия

Table. Critical relative compressive forces Tx = TXb2/D in a square plate for symmetric forms of equilibrium

Результаты исследований T1Э T2кр T3кр T4кр

Настоящей работы 38,675 150,468 246,800 351,915
Работы [15] 39,770 — — —
Работы [3] 39,321 — — —

Примечание: точность значений для работ [15, 3] приведена в соответствии с авторскими текстами; знак прочерка означает, 
что соответствующие критические значения в указанных работах не вычислялись.

Рис. 2. Симметричные формы равновесия после потери устойчивости при критических нагрузках:  
Т1Э = 38,675 (a); Т2кр = 150,468 (b); Т3кр = 246,800 (с); T4кр = 351,915 (d)

Fig. 2. Symmetrical forms of equilibrium after loss of stability under critical loads: Т1E = 38.675 (a); Т2cr = 150.468 (b);  
Т3cr = 246.800 (с); T4cr = 351.915 (d)
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результатов при увеличении размера редуцированной 
системы (число членов в рядах), числа итераций и ко-
личества значащих цифр в среде MAPLE. 

Следует отметить, что в настоящее время нано- и 
микропластины рассчитываются на устойчивость и 
колебания по различным уточненным теориям (как 
линейным, так и нелинейным). При этом для проверки 
точности полученных приближенных решений иссле-
дователи используют в качестве эталонных резуль-
таты классической теории тонких пластин, дающие 
основной вклад в вычисленные значения критических 
нагрузок. 

Заключение

Полученные результаты могут быть использованы 
в микроэлектронике и нанотехнологиях при проекти-

ровании и эксплуатации чувствительных элементов 
датчиков в виде прямоугольных пластинок, которые 
находятся под воздействием различных силовых полей 
(механических, электрических, магнитных) в плоскости 
пластинки. Увеличение сжимающей  нагрузки может 
привести к потере устойчивости и вызвать соответству-
ющую реакцию управляющей системы.

В настоящей работе исследованы только симметрич-
ные формы потери устойчивости. Антисимметричные 
и смешанные формы можно обнаружить при соответ-
ствующих сочетаниях четных и нечетных функций 
прогибов, поэтому для получения последовательного 
спектра критических усилий и форм следует в даль-
нейшем рассмотреть и эти случаи. Предполагается 
указанным методом исследовать и соответствующую 
задачу по уточненной теории. 
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Аннотация
 Введение. Возможность быстрого, удобного и точного определения массы груза в вагонах позволяет 
повысить безопасность транспорта, а также обеспечить учет активов в железнодорожной инфраструктуре. 
Известны трехмерные твердотельные модели участка железнодорожного пути и методики моделирования 
деформаций, возникающих в рельсах под действием механических нагрузок, передаваемых через вагонные 
колеса. В соответствии с этими методиками происходит пересчет возникающих деформаций в вес вагонов. 
Температура рельса влияет на его механические свойства и, соответственно, на величину его деформации. 
В работе впервые предложена методика, позволяющая учитывать деформацию рельса под действием нагрузки 
с учетом изменения его температуры при различных граничных условиях. Метод. Согласно предложенному 
подходу, вес вагона определяется по величине деформаций, которые измеряются тензометрическими датчиками, 
расположенными на шейке рельса. Разработанные модели включают железнодорожное колесо, шпалы и 
фрагмент рельса. Фрагмент рельса, соответствующий участку пути, на котором устанавливаются датчики, 
геометрически воспроизводит существующий тип рельса R50 и размещается на шпалах, зафиксированных 
с нижней стороны. Модель колеса соответствует существующему типу цельнокатаных вагонных колес 
с диаметром по кругу катания 920 мм, благодаря чему в модели сохраняется корректное пятно контакта. 
Согласно методике, на разработанные твердотельные модели накладывается конечно-элементная сетка, 
устанавливаются соединения между фрагментами модели, применяются граничные и температурные условия, 
а также воздействующие силы. Последовательно выполняется конечно-элементный анализ для всех возможных 
комбинаций координаты колеса, нагружаемой массы и температуры. Для каждого случая регистрируются 
значения деформаций в четырех узлах рельса, соответствующих местам установки тензодатчиков. Проведено 
сравнение результатов конечно-элементного анализа для двух разработанных твердотельных моделей. Модели 
отличаются способом крепления рельса к шпалам и заданием граничных условий на торцах фрагмента рельса, 
позволяющих учитывать возможность релаксации температурных напряжений. В модели 1 рельс жестко 
связан со шпалами, в модели 2 рельс и шпалы соединены контактом, допускающим движение рельса по шпале 
с заданным коэффициентом трения. Кроме того, в модели 2 имитируется воздействие прижимных болтов. 
Основные результаты. Методика реализована в среде мультифизического моделирования ANSYS для связанной 
трехмерной задачи с использованием модулей Static Structural и Steady-State Thermal. Результаты моделирования 
показали, что значения деформаций, обусловленные температурным воздействием, в предложенных моделях 
отличаются. Диапазон вертикальных деформаций фрагмента рельса, на котором закреплены тензодатчики, при 
нагружаемой на колесо массе 12 500 кг составляет от минус 245 мкм (изгиб вниз) до 15 мкм (изгиб вверх) для 
модели 1 в зависимости от температуры рельса (в диапазоне от минус 20 °C до 50 °C),  а для  модели 2 — от 
минус 225 мкм до минус 100 мкм. Это позволяет сделать вывод, что модель 2 более корректно воспроизводит 
процесс деформации, а воздействие температуры на деформации менее значимо по сравнению с величиной 
механической нагрузки. Обсуждение. Предлагаемая модель, в отличие от известных, предполагает статическое 
взвешивание, характеризуемое большей точностью, надежностью и простотой применения. В дальнейшем 
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планируется выполнение более подробного исследования модели с двумя колесами и осью с целью определения 
оптимального времени моделирования и точности получаемых результатов.
Ключевые слова
железнодорожная система мониторинга, идентификация нагрузок, метод конечных элементов, твердотельное 
моделирование, совершенствование моделей
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Abstract
Possibility of fast, convenient and precise definition of wagons load mass allows enhancing transport safety and ensures 
assets accounting in railroad infrastructure. There are known three-dimensional solid models of railway track sector 
and approaches of simulation the deformation which emerge in rails by mechanical load effect transmitted through 
wagon wheels. In accordance with these approaches, emerging deformations are recomputed into wagons weight. The 
rail temperature influences on its mechanical properties and, consequently, on the deformation value. In this work, 
for the first time, a technique has been proposed that allows one to consider the deformation of the rail under the load 
influence, taking into account its temperature variance at different boundary conditions. According to the proposed 
approach, the wagon weight is defined by deformation values which are measured by strain gauges located on the rail 
web. The developed models include a rail wheel, ties and a rail fragment. The rail fragment corresponding to the railway 
track sector on which sensors are mounted geometrically replicates an existent rail type R50 and is situated on the ties 
fixed from bottom side. The wheel model complies with an existent solid-rolled wagon wheel type with tread diameter 
920 mm, thereby correct contact patch retains in the model. According to the approach, finite-element mesh is generated 
on the developed solid models, connections between model fragments are established, and boundary and temperature 
conditions as well as acting forces are applied. Sequentially finite-element analysis is performed for all possible 
combination of wheel coordinate, load mass and temperature. For every case, deformation values are registered in four 
rail nodes corresponding to strain gauges placements. Comparison of finite-element analysis results for two developed 
solid models is carried out. The models differ by the way of the rail on the ties mounting and boundary condition 
setting on the end faces of the rail fragment, allowing to consider possibility of temperature stresses relaxation. In the 
model 1 the rail is connected with ties rigidly, in the model 2 the rail and the ties are connected by a contact allowing 
the rail motion along the tie with given friction coefficient. Besides that clamp bolts impact is imitated in the model 2. 
The approach is implemented within multiphysical simulation environment ANSYS for coupled three-dimensional 
problem using Static Structural and Steady-State Thermal modules. Simulation results showed that the deformation 
values determined by the temperature influence differ for the proposed models. Vertical deformations range of the rail 
fragment on which the strain gauges are fastened, at the mass 12,500 kg loaded on the wheel, is from –245 μm (bend 
down) to 15 μm (bend up) for the model 1 depending on the rail temperature (in the range from –20 °C to +50 °C) and 
from –225 μm to –100 μm for the model 2. This allows concluding that the model 2 reflects deformation process more 
correctly, and the temperature influence on the deformation is less relevant compared to mechanical load value. The 
proposed model in contrast to the known ones implies static weighing characterized by more accuracy, reliability and 
simplicity of use. In the future it is planned the executing of the more detail research of a model with two wheels and 
an axle for determining optimal simulation time and obtained results accuracy.
Keywords
railway monitoring system, loads identification, finite element method, solid state modeling, models updating
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Введение

Оценка величины нагрузки, оказываемой железно-
дорожным транспортом на объекты железнодорожной 
инфраструктуры, необходима при их разработке, мони-
торинге, диагностике и техническом обслуживании [1], 
но главное — для предотвращения случаев перегрузки, 
которые могут вызвать их повреждение [2, 3]. В первую 
очередь это относится к грузовым составам, превыше-
ние веса в вагонах которых может приводить не только 
к более быстрому износу и разрушению железнодо-
рожных путей и вагонных колес, но и к сходу состава 
с рельсов [4, 5]. Важное значение имеет также оценка 
равномерности распределения грузов в вагоне [6].

Системы взвешивания в движении получили ши-
рокое распространение в области мониторинга, ди-
агностики и контроля состояния железнодорожной 
инфраструктуры [7] за счет возможности выполнять 
измерения воздействующих нагрузок и масс вагонов 
без вмешательства в установленный график следования 
поездов. Однако точность таких систем ниже, чем у 
статических [5, 8–10]. Системы статического взвеши-
вания (системы измерения статических нагрузок), в 
свою очередь, характеризуются высокой точностью, 
надежностью, простотой установки и эксплуатации. 
Кроме того, как показано в [9], в случае, когда скорость 
состава невысока, динамическими эффектами при дви-
жении состава можно пренебречь.

Для оценки величины сдвига рельса, изгибающего 
момента и вертикальных нагрузок используются тен-
зометрические датчики деформаций и механического 
напряжения [11–13], пьезорезистивные и пьезоэлек-
трические системы [14, 15]. Другим распространенным 
средством измерения деформаций являются устройства 
на основе волоконной оптической решетки Брэгга [16–
18]. Чаще всего датчики деформаций устанавливаются 
на шейке [13] или подошве [1, 19] рельса.

В работе [9] исследовано влияние неровности путей 
и скорости движения состава на величину нагрузок, 
определяемую системами взвешивания в движении, а 
также на основе численного моделирования выполнена 
оценка влияния, вносимого статическими нагрузками 
в измеряемые значения. Однако предлагаемый подход 
требует длительных вычислений и постобработки, по-
скольку сами измерения проводятся в динамических 
условиях. Оценивание статических нагрузок, приходя-
щихся на колесо и ось во время движения, с учетом раз-
личных типов поездов, предлагается и в [5], в то время 
как динамические нагрузки исследуются с точки зрения 
влияния на них жесткости и демпфирования рельсовой 
прокладки, позиционирования измерительной системы 
и жесткости контакта. В [6] приведена методика класси-
фикации движущихся поездов при помощи системы из 
6 датчиков деформации и одного датчика температуры. 
Качество измерений подтверждено статистическими 
методами, однако алгоритм зависим от полноты базы 
данных и предполагает калибровку модели определе-
ния нагрузок. В системе, представленной в работе [20], 
для определения вертикальных деформаций примене-
ны тензодатчики на основе волоконной оптической 
решетки Брэгга, прикрепляемые к рельсу посредством 

магнитных «пластырей». Помимо динамического, про-
изводится также и статическое взвешивание, а для вы-
явления распределения нагрузок и деформаций в рельсе 
использован конечно-элементный анализ.

Существует множество известных способов сравне-
ния и совершенствования конечно-элементных моде-
лей: вероятностные, детерминированные, основанные 
на анализе чувствительности или максимальном подо-
бии, связанные с поверхностью отклика и регуляри-
зацией [21]. Так, в [22] проведено сравнение конечно-
элементных моделей участка почвы и боронного диска 
с целью выявить степень влияния формы, размеров и 
плотности размещения выпуклостей и вогнутостей на 
поверхности диска на силу, действующую на диск со 
стороны обрабатываемой почвы. В качестве инстру-
мента для оценивания повреждений в исторических 
каменных строениях в [23] предложена геометриче-
ская конечно-элементная модель исторической церкви 
(XVI век, Италия), максимально приближенная по сво-
им кинематическим и динамическим характеристикам 
к результатам натурных измерений. Выполнено срав-
нение предварительных конечно-элементных моделей, 
отличающихся граничными условиями: в одной из 
моделей основание здания фиксировалось, в другой — 
задавалось упругими пружинными подвесками, и более 
приближенные к данным измерений результаты позво-
лили разработать третью, более точную модель.

Цель настоящей работы заключается в разработ-
ке твердотельных конечно-элементных моделей и 
методики моделирования деформаций в железнодо-
рожном рельсе под воздействием нагрузок для иден-
тификации веса (массы) железнодорожных вагонов. 
Особенностями предлагаемого подхода являются более 
корректное воспроизведение геометрических и физиче-
ских характеристик моделируемых объектов, учет влия-
ния температуры рельса и позиционирования вагонного 
колеса относительно установленных датчиков на вели-
чину деформаций и, соответственно, испытываемых 
нагрузок, а также исследование и уточнение граничных 
условий для более корректного воспроизведения моде-
лируемого процесса.

 Твердотельные модели  
и методика моделирования

Первая твердотельная модель (модель 1), представ-
ленная на рис. 1, a, и разработанная методика модели-
рования позволяют определять значения деформаций 
и механических напряжений в местах предполагаемой 
установки тензодатчиков системы железнодорожных 
весов [24]. Особенностью методики является учет тем-
пературных деформаций, которым рельс подвергается в 
процессе его эксплуатации. Модель 1 была исследована 
в среде ANSYS Workbench (модули Static Structural и 
Steady-State Thermal) с рядом допущений: рассмотрен 
только участок рельса длиной 1 м, лежащий на двух 
шпалах; рельс жестко связан со шпалами, шпалы за-
креплены с нижней стороны; оба торца рельса свободно 
деформируются в ответ на тепловое воздействие на 
рельс; задача считается симметричной относительно 
середины оси колеса, и рассматривалась только полови-
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на структуры, т. е. один рельс и одно колесо. На рис. 2 
схематично представлена железнодорожная плеть и 
обозначены компоненты ее фрагмента, образующие 
объект, исследуемый в настоящей работе.

Под воздействием температуры окружающей среды 
железнодорожная плеть (участок рельсового полот-
на, ограниченный несварными стыками, в пределах 
которого рельсы соединяются между собой сварным 
способом) удлиняется или сокращается. Можно пред-
положить, что датчики для железнодорожных весов 
лучше всего располагать как можно ближе к несвар-
ному стыку, т. е. к одному из концов железнодорожной 
плети, поскольку в этом месте путем изменения шири-
ны зазора несварного стыка, температурные напряже-
ния могут релаксировать, и их вклад в вертикальную 
составляющую деформации рельса минимален, что 
должно уменьшить погрешность измерения массы же-

лезнодорожных вагонов. Таким образом, в модели 1 
необходимо учесть различные условия для двух торцов 
рельса: возможность его удлинения со стороны несвар-
ного стыка под воздействием температуры окружаю-
щей среды и ограничение такой возможности с другой 
стороны ввиду того, что материал остальной массы 
плети сопротивляется расширению.

Вторая твердотельная модель (модель 2) (рис. 1, b) 
была разработана с учетом возможности теплового 
расширения рельсового полотна. В данной модели 
ограничением возможности удлинения рельса из-за 
сопротивления массы плети являются граничные усло-
вия на одном из торцов рельса, запрещающие переме-
щения по оси X, т. е. Δεx = 0. Возможность удлинения 
рельса обеспечивается заданием в модели 2 иного типа 
крепления рельса к шпале. В модели 1 рельс соединен 
со шпалой контактом bonded (жесткое закрепление), в 
модели 2 — контактом frictional, который обеспечивает 
возможность движения рельса по шпале с заданным 
коэффициентом трения 0,6. Дополнительно рельс при-
жат к шпале в двух точках с силой 20 кН, что имити-
рует действия прижимных болтов или скоб. На ниж-
них сторонах шпал граничные условия заданы в виде 
Δεx,y,z = 0. В обоих случаях исследован диапазон на-
гружаемых масс от 2500 кг до 12 500 кг при расчете на 
одно колесо восьмиколесного вагона для трех различ-
ных температур рельса: минус 20 °С; 22 °С; 50 °С. При 
задании граничных условий для задачи Steady-State 
Thermal в случае высокой температуры для верхних 
поверхностей модели рельса t = 50 °C, для остальных 
поверхностей заданы условия теплообмена с коэффи-
циентом теплопередачи 25 Вт/(м2·°C) и температурой 
окружающей среды 30 °С; для низкой температуры на 
нижней поверхности рельса t = 0 °C, а на остальных 

Рис. 1. Твердотельные модели 1 (a) и 2 (b). В увеличенном масштабе показаны прижимной болт и плоскость, на которую 
действует прижимная сила

Fig. 1. Solid-state models 1 (a) and 2 (b); the clamp bolt and surface on which downforce acts are shown scaled up

Рис. 2. Схематическое представление решаемой задачи
Fig. 2. Schematic of the solvable problem
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заданы коэффициент теплопередачи 25 Вт/(м2·°C) и 
температура окружающей среды минус 20°С. Задача 
решена для следующих параметров материала колеса 
и рельса: плотность 7850 кг/м3, модуль Юнга 2·1011 Па, 
коэффициент Пуассона 0,3.

Основная задача исследования — сравнение ре-
зультатов моделирования моделей 1 и 2, а именно, 
уточнение степени влияния температуры на значения 
деформаций в местах предполагаемой установки тен-
зометрических датчиков.

Ан ализ результатов

В среде ANSYS Mechanical возможен расчет дефор-
маций, возникающих в конечно-элементной модели под 
воздействием различных механических или темпера-
турных эффектов, по трем осям координат (трехмерный 
анализ). На рис. 3 показано распределение деформаций 
по трем осям для всей исследуемой структуры (колесо, 
рельс, шпалы) при следующих исходных данных: мо-
дель 2; масса нагрузки 12 500 кг; температура окружа-
ющей среды 22 °С; координата геометрического центра 
колеса, отсчитываемая от левого края фрагмента рельса 
(рис. 1) 350 мм. Аналогичные исходные данные относят-
ся к рис. 4 и 5 (за исключением значений температуры).

Рис. 3. Распределение деформаций в структуре при 
температуре 22 °С

Fig. 3. Distribution of the deformations in the structure at 
temperature +22 °С

Рис. 4. Распределения деформаций по оси Y в рельсе при температурах 50 °С (а) и минус 20 °С (b)
Fig. 4. Distribution of the deformations along the Y axis in the rail at temperatures 50 °С (a) and –20 °С (b)



Научно-технический вестник информационных технологий, механики и оптики, 2024, том 24, № 2 
Scientific and Technical Journal of Information Technologies, Mechanics and Optics, 2024, vol. 24, no 2� 289

М.А. Денисенко, А.С. Исаева, А.С. Синюкин, А.В. Ковалев

Результаты расчета распределения вертикальных 
деформаций по толщине рельса при температурах 50 °С 
и минус 20 °С представлены на рис. 4. Видно, что раз-
ница деформаций в верхней части рельса, находящейся 
непосредственно под колесом, для двух крайних темпе-
ратурных случаев достигает порядка 200 мкм.

На рис. 5, а показано распределение деформаций 
по трем осям в рельсе при температуре 22 °С, а окруж-
ностями обозначены точки измерения деформации 1 и 
2. Поскольку анализ температурных и механических 
воздействий в ANSYS выполняется для каждого узла 
конечно-элементной модели, это позволяет оценить 
результаты расчета распределения деформаций в том 
числе внутри структуры, а не только на ее поверхности 
(рис. 5, b).

Зависимости деформации рельса для точек измере-
ния деформации 1 и 4 (рис. 2) от нагружаемой массы, 
температуры рельса и расположения центра оси колеса 
для моделей 1 и 2 приведены на рис. 6. В результате 

сравнения моделирования для модели 1, выполненного 
без учета особенностей температурного влияния на 
протяженный рельсовый путь, с результатами модели 2 
(рис. 6) можно сделать вывод, что форма зависимостей 
вертикальных деформаций в местах предполагаемой 
установки тензометрических датчиков 1 и 4 от располо-
жения колеса на рельсе, температуры и массы нагрузки 
сохраняется.

Сохраняется также положение наиболее крутых 
участков графика, которые соответствуют диапазонам 
250–450 мм и 650–750 мм. Положение точки, соответ-
ствующей наибольшему прогибу рельса под воздей-
ствием нагрузки, которое для модели 1 всегда соответ-
ствовало координате 550 мм, для модели 2 не совпадает 
с координатой 550 мм при температуре рельса минус 
20 °С и соответствует координате 450 мм. В модели 1 
при нагревании рельс расширялся и изгибался вверх, 
при охлаждении, наоборот, сжимался и изгибался вниз. 
Аналогичное поведение можно наблюдать и в модели 2, 

Рис. 5. Распределения деформаций: с указанием точек измерения деформации 1 и 2 (а); по оси X в сечении рельса  
при t = 22 °С (b)

Fig. 5. Distribution of the deformations with indication of deformation measure nodes 1 and 2 (а); along the X axis in rail section at 
t = 22 °С (b)
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однако влияние температурных деформаций для мо-
дели 2 ниже, чем для модели 1. Так, для модели 2 при 
температуре 50 °С в области максимального прогиба 
рельса и при максимальной нагрузке вертикальные 
деформации принимают отрицательные значения, тогда 
как кривые на соответствующем графике для модели 1 
находятся в области положительных значений; абсо-
лютные значения деформаций при температуре минус 
20 °С для модели 2, соответственно, оказываются ниже, 
чем для модели 1. Можно сделать вывод, что описанная 
методика учета влияния температуры окружающей 
среды на рельсовое полотно оправдана.

В дальнейшем планируется исследовать твердотель-
ную модель колесной пары для определения влияния 
принятого в настоящей работе упрощения на величины 

деформаций, а также исследовать, насколько длина 
рельса от места предполагаемого расположения тензо-
датчиков до несварного стыка влияет на эффективность 
определения величины нагрузки.

Заключение

В работе выполнено сравнение конечно-элемент-
ных моделей системы взвешивания железнодорожных 
вагонов, а также разработаны и уточнены методики мо-
делирования. По результатам исследования модели 1 и 
модели 2, которая отличается от модели 1 граничными 
условиями, более релевантно воспроизводящими осо-
бенности механического взаимодействия компонентов 
модели, установлено, что:

Рис. 6. Зависимости деформаций рельса в точках установки датчиков 1 и 4 от массы нагрузки и координаты колеса 
при температурах рельса: минус 20 °С (a, b), 22 °С (c, d), 50 °С (e, f) для моделей 1 (а, с, e) и 2 (b, d, f)

Fig. 6. Dependence of the rail deformations in sensor installation nodes 1 and 4 vs. the load mass and the wheel coordinate at rail 
temperatures: –20 °C (a, b), 22 °C (c, d), 50 °C (e, f) for models 1 (a, c, e) and 2 (b, d, f)
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—	 согласно результатам моделирования максимальная 
величина вертикальной деформации участка рель-
са, на котором закреплен тензодатчик, при полной 
загруженности вагона составляет для модели 1 от 
минус 245 мкм (изгиб вниз) до 15 мкм (изгиб вверх) 
в зависимости от температуры рельса, а для моде-
ли 2 — от минус 225 мкм до минус 100 мкм (изгиб 
рельса вниз в обоих случаях);

—	 степень влияния температурных условий на вели-
чину вертикальных деформаций рельса в условиях 
модельного эксперимента (модель 2) оказывается 
меньше по сравнению с влиянием температуры в 
первом эксперименте (модель 1);

—	 полученные результаты деформаций позволяют 
устанавливать значение нагружаемой массы при ус-
ловии известной координаты колеса и температуры 
рельса в момент измерения деформации.
В качестве развития темы настоящей работы пла-

нируется п ровести более подробное исследование мо-
дели с двумя колесами и осью с целью определения 
оптимального с точки зрения времени моделирования 
и точности получаемых результатов способа построе-
ния твердотельной модели для моделирования систем 
вагонных весов. Также предполагается разработка ме-
тодики использования искусственных нейронных сетей 
для уточнения показаний вагонных весов.

Литература
1.	 Pau A., Vestroni F. Weigh-in-motion of train loads based on 

measurements of rail strains // Structural Control Health Monitoring. 
2021. V. 28. N 11. P. e2818. https://doi.org/10.1002/stc.2818

2.	 Molodova M., Li Z., Núñez A., Dollevoet R. Automatic detection of 
squats in railway infrastructure // IEEE Transactions on Intelligent 
Transportation Systems. 2014. V. 15. N 5. P. 1980–1990. https://doi.
org/10.1109/TITS.2014.2307955

3.	 Xu L., Zhai W. Train–track coupled dynamics analysis: system spatial 
variation on geometry, physics and mechanics // Railway Engineering 
Science. 2020. V. 28. N 1. P. 36–53. https://doi.org/10.1007/s40534-
020-00203-0

4.	 Molodova M., Li Z., Dollevoet R. Axle box acceleration: 
measurement and simulation for detection of short track defects // 
Wear. 2011. V. 271. N 1-2. P. 349–356. https://doi.org/10.1016/j.
wear.2010.10.003

5.	 Pintão B., Mosleh A., Vale C., Montenegro P., Costa P. Development 
and validation of a weigh-in-motion methodology for railway tracks 
// Sensors. 2022. V. 22. N 5. P. 1976. https://doi.org/10.3390/
s22051976

6.	 Zakharenko M., Frøseth G.T., Rönnquist A. Train classification using 
a weigh-in-motion system and associated algorithms to determine 
fatigue loads // Sensors. 2022. V. 22. N 5. P. 1772. https://doi.
org/10.3390/s22051772

7.	 Allota B., D’Adamio P., Marini L., Meli E., Pugi L., Rindi A. A new 
strategy for dynamic weighing in motion of railway vehicles // IEEE 
Transactions on Intelligent Transportation Systems. 2015. V. 16. N 6. 
P. 3520–3533. https://doi.org/10.1109/TITS.2015.2477104

8.	 Senyanskiy D.M. Problem of increasing the accuracy of railway 
carriages weighing in motion // Proc. of the XVII IMEKO World 
Congress Metrology in the 3rd Millennium. 2003. P. 374–377.

9.	 Mosleh A., Costa P.A., Calçada R. A new strategy to estimate static 
loads for the dynamic weighing in motion of railway vehicles // 
Proceedings of the Institution of Mechanical Engineers, Part F: 
Journal of Rail and Rapid Transit. 2020. V. 234. N 2. P. 183–200. 
https://doi.org/10.1177/0954409719838115

10.	 Mosleh A., Costa P.A., Calçada R. Development of a low-cost 
trackside system for weighing in motion and wheel defects detection 
// International Journal of Railway Research. 2020. V. 7. N 1. P. 1–9.

11.	 Costa B.J.A., Martins R., Santos M., Felgueiras C., Calçada R. 
Weighing-in-motion wireless system for sustainable railway transport 
// Energy Procedia. 2017. V. 136. P. 408–413. https://doi.
org/10.1016/j.egypro.2017.10.260

12.	 Meli E., Pugi L. Preliminary development, simulation and validation 
of a weigh in motion system for railway vehicles // Meccanica. 2013. 
V. 48. N 10. P. 2541–2565. https://doi.org/10.1007/s11012-013-9769-9

13.	 Zhou W., Abdulhakeem S., Fang C., Han T., Li G., Wu Y., Faisal Y. 
A new wayside method for measuring and evaluating wheel-rail 
contact forces and positions // Measurement. 2020. V. 166. P. 108244. 
https://doi.org/10.1016/j.measurement.2020.108244

14.	 Delprete C., Rosso C. An easy instrument and a methodology for the 
monitoring and the diagnosis of a rail // Mechanical Systems and 
Signal Processing. 2009. V. 23. N 3. P. 940–956. https://doi.
org/10.1016/j.ymssp.2008.06.004

15.	 Sekuła K., Kołakowski P. Piezo-based weigh-in-motion system for 
the railway transport // Structural Control Health Monitoring. 2012. 
V. 19. N 2. P. 199–215. https://doi.org/10.1002/stc.416

References
1.	 Pau A., Vestroni F. Weigh-in-motion of train loads based on 

measurements of rail strains. Structural Control Health Monitoring, 
2021, vol. 28, no. 11, pp. e2818. https://doi.org/10.1002/stc.2818

2.	 Molodova M., Li Z., Núñez A., Dollevoet R. Automatic detection of 
squats in railway infrastructure. IEEE Transactions on Intelligent 
Transportation Systems, 2014, vol. 15, no. 5, pp. 1980–1990. https://
doi.org/10.1109/TITS.2014.2307955

3.	 Xu L., Zhai W. Train–track coupled dynamics analysis: system spatial 
variation on geometry, physics and mechanics. Railway Engineering 
Science, 2020, vol. 28, no. 1, pp. 36–53. https://doi.org/10.1007/
s40534-020-00203-0

4.	 Molodova M., Li Z., Dollevoet R. Axle box acceleration: 
measurement and simulation for detection of short track defects. 
Wear, 2011, vol. 271, no. 1-2, pp. 349–356. https://doi.org/10.1016/j.
wear.2010.10.003

5.	 Pintão B., Mosleh A., Vale C., Montenegro P., Costa P. Development 
and validation of a weigh-in-motion methodology for railway tracks. 
Sensors, 2022, vol. 22, no. 5, pp. 1976. https://doi.org/10.3390/
s22051976

6.	 Zakharenko M., Frøseth G.T., Rönnquist A. Train classification using 
a weigh-in-motion system and associated algorithms to determine 
fatigue loads. Sensors, 2022, vol. 22, no. 5, pp. 1772. https://doi.
org/10.3390/s22051772

7.	 Allota B., D’Adamio P., Marini L., Meli E., Pugi L., Rindi A. A new 
strategy for dynamic weighing in motion of railway vehicles. 
IEEE Transactions on Intelligent Transportation Systems, 2015, 
vol.  16,  no.  6,  pp.  3520–3533. https:/ /doi.org/10.1109/
TITS.2015.2477104

8.	 Senyanskiy D.M. Problem of increasing the accuracy of railway 
carriages weighing in motion. Proc. of the XVII IMEKO World 
Congress Metrology in the 3rd Millennium, 2003, pp. 374–377.

9.	 Mosleh A., Costa P.A., Calçada R. A new strategy to estimate static 
loads for the dynamic weighing in motion of railway vehicles. 
Proceedings of the Institution of Mechanical Engineers, Part F: 
Journal of Rail and Rapid Transit, 2020, vol. 234, no. 2, pp. 183–200. 
https://doi.org/10.1177/0954409719838115

10.	 Mosleh A., Costa P.A., Calçada R. Development of a low-cost 
trackside system for weighing in motion and wheel defects detection. 
International Journal of Railway Research, 2020, vol. 7, no. 1, 
pp. 1–9.

11.	 Costa B.J.A., Martins R., Santos M., Felgueiras C., Calçada R. 
Weighing-in-motion wireless system for sustainable railway transport. 
Energy Procedia, 2017, vol. 136, pp. 408–413. https://doi.
org/10.1016/j.egypro.2017.10.260

12.	 Meli E., Pugi L. Preliminary development, simulation and validation 
of a weigh in motion system for railway vehicles. Meccanica, 2013, 
vol. 48, no. 10, pp. 2541–2565. https://doi.org/10.1007/s11012-013-
9769-9

13.	 Zhou W., Abdulhakeem S., Fang C., Han T., Li G., Wu Y., Faisal Y. 
A new wayside method for measuring and evaluating wheel-rail 
contact forces and positions. Measurement, 2020, vol. 166, 
pp. 108244. https://doi.org/10.1016/j.measurement.2020.108244

14.	 Delprete C., Rosso C. An easy instrument and a methodology for the 
monitoring and the diagnosis of a rail. Mechanical Systems and Signal 
Processing, 2009, vol. 23, no. 3, pp. 940–956. https://doi.
org/10.1016/j.ymssp.2008.06.004

https://doi.org/10.1002/stc.2818
https://doi.org/10.1109/TITS.2014.2307955
https://doi.org/10.1109/TITS.2014.2307955
https://doi.org/10.1007/s40534-020-00203-0
https://doi.org/10.1007/s40534-020-00203-0
https://doi.org/10.1016/j.wear.2010.10.003
https://doi.org/10.1016/j.wear.2010.10.003
https://doi.org/10.3390/s22051976
https://doi.org/10.3390/s22051976
https://doi.org/10.3390/s22051772
https://doi.org/10.3390/s22051772
https://doi.org/10.1109/TITS.2015.2477104
https://doi.org/10.1177/0954409719838115
https://doi.org/10.1016/j.egypro.2017.10.260
https://doi.org/10.1016/j.egypro.2017.10.260
https://doi.org/10.1007/s11012-013-9769-9
https://doi.org/10.1016/j.measurement.2020.108244
https://doi.org/10.1016/j.ymssp.2008.06.004
https://doi.org/10.1016/j.ymssp.2008.06.004
https://doi.org/10.1002/stc.416
https://doi.org/10.1002/stc.2818
https://doi.org/10.1109/TITS.2014.2307955
https://doi.org/10.1109/TITS.2014.2307955
https://doi.org/10.1007/s40534-020-00203-0
https://doi.org/10.1007/s40534-020-00203-0
https://doi.org/10.1016/j.wear.2010.10.003
https://doi.org/10.1016/j.wear.2010.10.003
https://doi.org/10.3390/s22051976
https://doi.org/10.3390/s22051976
https://doi.org/10.3390/s22051772
https://doi.org/10.3390/s22051772
https://doi.org/10.1109/TITS.2015.2477104
https://doi.org/10.1109/TITS.2015.2477104
https://doi.org/10.1177/0954409719838115
https://doi.org/10.1016/j.egypro.2017.10.260
https://doi.org/10.1016/j.egypro.2017.10.260
https://doi.org/10.1007/s11012-013-9769-9
https://doi.org/10.1007/s11012-013-9769-9
https://doi.org/10.1016/j.measurement.2020.108244
https://doi.org/10.1016/j.ymssp.2008.06.004
https://doi.org/10.1016/j.ymssp.2008.06.004


Модели и методика моделирования деформаций в САПР ANSYS для систем железнодорожных вагонных весов

Научно-технический вестник информационных технологий, механики и оптики, 2024, том 24, № 2 
292 Scientific and Technical Journal of Information Technologies, Mechanics and Optics, 2024, vol. 24, no 2

16.	 Filograno M.L., Guillén P.C., Rodríguez-Barrios A., Martín-López S., 
Rodríguez-Plaza M., Andrés-Alguacil A., González-Herráez M. Real-
time monitoring of railway traffic using fiber Bragg grating sensors 
// IEEE Sensors Journal. 2012. V. 12. N 1. P. 85–92. https://doi.
org/10.1109/JSEN.2011.2135848

17.	 Kouroussis G., Kinet D., Moeyaert V., Dupuy J., Caucheteur C. 
Railway structure monitoring solutions using fibre Bragg grating 
sensors // International Journal of Rail Transportation. 2016. V. 4. N 3. 
P. 135–150. https://doi.org/10.1080/23248378.2016.1184598

18.	 Roveri N., Carcaterra A., Sestieri A. Real-time monitoring of railway 
infrastructures using fibre Bragg grating sensors // Mechanical 
Systems and Signal Processing. 2015. V. 60–61. P. 14–28. https://doi.
org/10.1016/j.ymssp.2015.01.003

19.	 Johansson A., Nielsen J.C.O. Out-of-round railway wheels-wheel-rail 
contact forces and track response derived from field tests and 
numerical simulations // Proceedings of the Institution of Mechanical 
Engineers, Part F: Journal of Rail and Rapid Transit. 2003. V. 217. 
N 2. P. 135–145. https://doi.org/10.1243/095440903765762878

20.	 Vendittozzi C., Ciro E., Felli F., Lupi C., Marra F., Pulci G., Astri A. 
Static and dynamic weighing of rolling stocks by mean of a 
customized FBG-sensorized-patch // International Journal of Safety 
and Security Engineering. 2020. V. 10. N 1. P. 83–88. https://doi.
org/10.18280/ijsse.100111

21.	 Ereiz S., Duvnjak I., Jiménez-Alonso J.F. Review of finite element 
model updating methods for structural applications // Structures. 
2022. V. 41. P. 684–723. https://doi.org/10.1016/j.istruc.2022.05.041

22.	 Chirende B., Li J.Q., Vheremu W. Application of finite element 
analysis in modeling of bionic harrowing discs // Biomimetics. 2019. 
V. 4. N 3. P. 61. https://doi.org/10.3390/biomimetics4030061

23.	 Baggio C., Sabbatini V., Santini S., Sebastiani C. Comparison of 
different finite element model updates based on experimental onsite 
testing: the case study of San Giovanni in Macerata // Journal of Civil 
Structural Health Monitoring. 2021. V. 11. N 3. P. 767–790. https://
doi.org/10.1007/s13349-021-00480-1

24.	 Denisenko M.A., Isaeva A.S., Sinyukin A.S., Kovalev A.V. A method 
for measuring the mass of a railroad car using an artificial neural 
network // Infrastructures. 2024. V. 9. N 2. P. 31. https://doi.
org/10.3390/infrastructures9020031

Авторы
Денисенко Марк Анатольевич — кандидат технических наук, 
ведущий научный сотрудник, Южный федеральный университет, 
Таганрог, 344006, Российская Федерация, sc 55935578400, https://
orcid.org/0000-0001-5044-7482, dema.bmfe@gmail.com
Исаева Алина Сергеевна — кандидат технических наук, старший 
научный сотрудник, Южный федеральный университет, Таганрог, 
344006, Российская Федерация, sc 56372192800, https://orcid.org/0000-
0002-5145-0963, isaevaas@sfedu.ru
Синюкин Александр Сергеевич — кандидат технических наук, 
старший научный сотрудник, Южный федеральный университет, 
Таганрог, 344006, Российская Федерация, sc 57220806250, https://
orcid.org/0000-0003-0496-0087, sinyukin@sfedu.ru
Ковалев Андрей Владимирович — доктор технических наук, до-
цент, главный научный сотрудник, Южный федеральный универси-
тет, Таганрог, 344006, Российская Федерация, sc 57213917330, https://
orcid.org/0000-0003-0545-7416, avkovalev@sfedu.ru

Статья поступила в редакцию 10.11.2023
Одобрена после рецензирования 15.02.2024
Принята к печати 17.03.2024

15.	 Sekuła K., Kołakowski P. Piezo-based weigh-in-motion system for 
the railway transport. Structural Control Health Monitoring, 2012, 
vol. 19, no. 2, pp. 199–215. https://doi.org/10.1002/stc.416

16.	 Filograno M.L., Guillén P.C., Rodríguez-Barrios A., Martín-López S., 
Rodríguez-Plaza M., Andrés-Alguacil A., González-Herráez M. Real-
time monitoring of railway traffic using fiber Bragg grating sensors. 
IEEE Sensors Journal, 2012, vol. 12, no. 1, pp. 85–92. https://doi.
org/10.1109/JSEN.2011.2135848

17.	 Kouroussis G., Kinet D., Moeyaert V., Dupuy J., Caucheteur C. 
Railway structure monitoring solutions using fibre Bragg grating 
sensors. International Journal of Rail Transportation, 2016, vol. 4, 
no. 3, pp. 135–150. https://doi.org/10.1080/23248378.2016.1184598

18.	 Roveri N., Carcaterra A., Sestieri A. Real-time monitoring of railway 
infrastructures using fibre Bragg grating sensors. Mechanical Systems 
and Signal Processing, 2015, vol. 60–61, pp. 14–28. https://doi.
org/10.1016/j.ymssp.2015.01.003

19.	 Johansson A., Nielsen J.C.O. Out-of-round railway wheels-wheel-rail 
contact forces and track response derived from field tests and 
numerical simulations. Proceedings of the Institution of Mechanical 
Engineers, Part F: Journal of Rail and Rapid Transit, 2003, vol. 217, 
no. 2, pp. 135–145. https://doi.org/10.1243/095440903765762878

20.	 Vendittozzi C., Ciro E., Felli F., Lupi C., Marra F., Pulci G., Astri A. 
Static and dynamic weighing of rolling stocks by mean of a 
customized FBG-sensorized-patch. International Journal of Safety 
and Security Engineering, 2020, vol. 10, no. 1, pp. 83–88. https://doi.
org/10.18280/ijsse.100111

21.	 Ereiz S., Duvnjak I., Jiménez-Alonso J.F. Review of finite element 
model updating methods for structural applications. Structures, 2022, 
vol. 41, pp. 684–723. https://doi.org/10.1016/j.istruc.2022.05.041

22.	 Chirende B., Li J.Q., Vheremu W. Application of finite element 
analysis in modeling of bionic harrowing discs. Biomimetics, 2019, 
vol. 4, no. 3, pp. 61. https://doi.org/10.3390/biomimetics4030061

23.	 Baggio C., Sabbatini V., Santini S., Sebastiani C. Comparison of 
different finite element model updates based on experimental onsite 
testing: the case study of San Giovanni in Macerata. Journal of Civil 
Structural Health Monitoring, 2021, vol. 11, no. 3, pp. 767–790. 
https://doi.org/10.1007/s13349-021-00480-1

24.	 Denisenko M.A., Isaeva A.S., Sinyukin A.S., Kovalev A.V. A method 
for measuring the mass of a railroad car using an artificial neural 
network. Infrastructures, 2024, vol. 9, no. 2, pp. 31. https://doi.
org/10.3390/infrastructures9020031

Authors
Mark A. Denisenko — PhD, Leading Researcher, Southern Federal 
University, Taganrog, 344006, Russian Federation, sc 55935578400, 
https://orcid.org/0000-0001-5044-7482, dema.bmfe@gmail.com

Alina S. Isaeva — PhD, Senior Researcher, Southern Federal University, 
Taganrog, 344006, Russian Federation, sc 56372192800, https://orcid.
org/0000-0002-5145-0963, isaevaas@sfedu.ru

Alexander S. Sinyukin — PhD, Senior Researcher, Southern Federal 
University, Taganrog, 344006, Russian Federation, sc 57220806250, 
https://orcid.org/0000-0003-0496-0087, sinyukin@sfedu.ru

Andrey V. Kovalev — D.Sc., Associate Professor, Chief Researcher, 
Southern Federal University, Taganrog, 344006, Russian Federation, 
sc 57213917330, https://orcid.org/0000-0003-0545-7416, avkovalev@
sfedu.ru

Received 10.11.2023
Approved after reviewing 15.02.2024
Accepted 17.03.2024

Работа доступна по лицензии 
Creative Commons 
«Attribution-NonCommercial»

https://doi.org/10.1109/JSEN.2011.2135848
https://doi.org/10.1109/JSEN.2011.2135848
https://doi.org/10.1080/23248378.2016.1184598
https://doi.org/10.1016/j.ymssp.2015.01.003
https://doi.org/10.1016/j.ymssp.2015.01.003
https://doi.org/10.1243/095440903765762878
https://doi.org/10.18280/ijsse.100111
https://doi.org/10.18280/ijsse.100111
https://doi.org/10.1016/j.istruc.2022.05.041
https://doi.org/10.3390/biomimetics4030061
https://doi.org/10.1007/s13349-021-00480-1
https://doi.org/10.1007/s13349-021-00480-1
https://doi.org/10.3390/infrastructures9020031
https://doi.org/10.3390/infrastructures9020031
https://orcid.org/0000-0001-5044-7482
https://orcid.org/0000-0001-5044-7482
mailto:dema.bmfe@gmail.com
https://orcid.org/0000-0002-5145-0963
https://orcid.org/0000-0002-5145-0963
mailto:isaevaas@sfedu.ru
https://orcid.org/0000-0003-0496-0087
https://orcid.org/0000-0003-0496-0087
mailto:sinyukin@sfedu.ru
https://orcid.org/0000-0003-0545-7416
https://orcid.org/0000-0003-0545-7416
mailto:avkovalev@sfedu.ru
https://doi.org/10.1002/stc.416
https://doi.org/10.1109/JSEN.2011.2135848
https://doi.org/10.1109/JSEN.2011.2135848
https://doi.org/10.1080/23248378.2016.1184598
https://doi.org/10.1016/j.ymssp.2015.01.003
https://doi.org/10.1016/j.ymssp.2015.01.003
https://doi.org/10.1243/095440903765762878
https://doi.org/10.18280/ijsse.100111
https://doi.org/10.18280/ijsse.100111
https://doi.org/10.1016/j.istruc.2022.05.041
https://doi.org/10.3390/biomimetics4030061
https://doi.org/10.1007/s13349-021-00480-1
https://doi.org/10.3390/infrastructures9020031
https://doi.org/10.3390/infrastructures9020031
https://orcid.org/0000-0001-5044-7482
mailto:dema.bmfe@gmail.com
https://orcid.org/0000-0002-5145-0963
https://orcid.org/0000-0002-5145-0963
mailto:isaevaas@sfedu.ru
https://orcid.org/0000-0003-0496-0087
mailto:sinyukin@sfedu.ru
http://D.Sc
https://orcid.org/0000-0003-0545-7416
mailto:avkovalev@sfedu.ru
mailto:avkovalev@sfedu.ru


Научно-технический вестник информационных технологий, механики и оптики, 2024, том 24, № 2 
Scientific and Technical Journal of Information Technologies, Mechanics and Optics, 2024, vol. 24, no 2� 293

	 НАУЧНО-ТЕХНИЧЕСКИЙ ВЕСТНИК ИНФОРМАЦИОННЫХ ТЕХНОЛОГИЙ, МЕХАНИКИ И ОПТИКИ

	 март–апрель 2024	 Том 24 № 2	 http://ntv.ifmo.ru/

	 SCIENTIFIC AND TECHNICAL JOURNAL OF INFORMATION TECHNOLOGIES, MECHANICS AND OPTICS

	 March–April 2024	 Vol. 24 No 2 	 http://ntv.ifmo.ru/en/

	 ISSN 2226-1494 (print)		  ISSN 2500-0373 (online)

© Брыков Н.А., Волков К.Н., Емельянов В.Н., Толстогузов С.С., 2024

сентябрь–октябрь 2023  Том 23 Номер 5

doi: 10.17586/2226-1494-2024-24-2-293-305
 УДК 532.529
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Аннотация
Введение. Рассмотрены возможности моделирования течений вязкой несжимаемой жидкости при помощи 
метода решеточных уравнений Больцмана (Lattice Boltzmann Method, LBM). В отличие от классического 
макроскопического подхода, основанного на решении уравнений Навье–Стокса, в методе решеточных уравнений 
Больцмана используется мезоскопическая модель для моделирования течений жидкости. Макроскопические 
параметры жидкости, такие как плотность и скорость, выражаются через моменты дискретной функции 
распределения. Метод. Дискретизация решеточного уравнения Больцмана осуществляется при помощи 
схем D2Q9 (двумерный случай) и D3Q19 (трехмерный случай). Для моделирования столкновений между 
псевдочастицами применяется приближение Бхатнагара–Гросса–Крука с одним временем релаксации. 
Обсуждаются особенности постановки начальных и граничных условий на различных границах расчетной 
области. Основные результаты. Развиваются представления о закономерностях формирования вихревых 
течений в квадратной каверне, а также пространственных струйных потоков внутри крупномасштабных 
вихревых структур в пределах замкнутого пространства кубической каверны. Выполнено сравнение результатов 
расчетов характеристик течения в квадратной и кубической каверне при различных числах Рейнольдса с 
данными, имеющимися в литературе и полученными на основе метода конечных объемов. Исследована 
зависимость численного решения, а также положения критических точек на стенках кубической каверны от 
размера сетки. Выполнено сравнение времени счета со скоростью вычислений в методе конечных разностей и 
методе конечных объемов. Обсуждение. Разработанная реализация метода решеточных уравнений Больцмана 
представляет интерес для перехода к последующему моделированию неизотермических и высокоскоростных 
течений.
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уравнение Больцмана, решеточное уравнение Больцмана, решетка, вязкая жидкость, каверна, вихрь, функция 
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Abstract
The possibilities of simulation of viscous incompressible fluid flows with lattice Boltzmann method are considered. 
Unlike the traditional discretization approach based on the use of Navier–Stokes equations, the lattice Boltzmann method 
uses a mesoscopic model to simulate incompressible fluid flows. Macroscopic parameters of a fluid, such as density and 
velocity, are expressed through the moments of the discrete probability distribution function. Discretization of the lattice 
Boltzmann equation is carried out using schemes D2Q9 (two-dimensional case) and D3Q19 (three-dimensional case). 
To simulate collisions between pseudo-particles, the Bhatnaga r–Gross–Crooke approximation with one relaxation time 
is used. The specification of initial and boundary conditions (no penetration and no-slip conditions, outflow conditions, 
periodic conditions) is discussed. The patterns of formation and development of vortical flows in a square cavity and 
cubic cavities are computed. The results of calculations of flow characteristics in a square and cubic cavity at various 
Reynolds numbers are compared with data available in the literature and obtained based on the finite difference method 
and the finite volume method. The dependence of the numerical solution and location of critical points on faces of 
cubic cavity on the lattice size is studied. Computational time is compared with performance of fine difference and 
finite volume methods. The developed implementation of the lattice Boltzmann method is of interest for the transition 
to further modeling non-isothermal and high-speed compressible flows.
Keywords
Boltzmann equation, lattice Boltzmann equation, lattice, viscous fluid, cavity, vortex, stream function, critical point, 
visualization
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Введение

Традиционный подход к решению задач динами-
ки вязкой жидкости основан на численном решении 
уравнений Навье–Стокса. Среди других подходов к 
моделированию течений вязкой несжимаемой жид-
кости применение находит метод решеточных урав-
нений Больцмана (Lattice Boltzmann Method, LBM) 
[1–4]. В LBM течение сплошной среды рассматрива-
ется как движение большого набора частиц с некото-
рой функцией распределения по дискретным скоро-
стям. В основе метода лежит кинетическое уравнение 
Бхатнагара–Гросса–Крука (Bhatnagar Gross–Krook, 
BGK). Решеточные уравнения Больцмана получаются 
из модели BGK путем ограничения числа возможных 
молекулярных скоростей некоторым дискретным набо-
ром и заменой дифференциальных операторов разност-
ными соотношениями.

К достоинствам LBM относится простота реали-
зации и вычислительная эффективность, а также ши-
рокие возможности для распараллеливания, которые 
определяются локальностью вычислений. При решении 
уравнений Навье–Стокса для несжимаемой жидкости 
LBM имеет сходство с псевдосжимаемыми методами, 
которые обеспечивают простоту и масштабируемость 
вычислительной процедуры за счет введения искус-
ственной сжимаемости. Как и псевдосжимаемые ме-
тоды, LBM позволяет избежать решения уравнения 

Пуассона, нелокальность которого ограничивает про-
изводительность вычислительной процедуры. Тяжелые 
вычисления в LBM являются локальными (ограничены 
узлами), что способствует его производительности и 
распараллеливанию. В то же время LBM обладает низ-
кой устойчивостью и невыполнением условия сеточной 
сходимости, для устранения которых проводится про-
цедура регуляризации [5].

LBM используется для моделирования течений в 
областях сложной геометрической формы с учетом 
различных физических эффектов (пористые и много-
фазные среды, течения со свободной поверхностью и 
теплопереносом) [6–11]. При моделировании много-
компонентных и многофазных течений диапазон вяз-
костей и плотностей является несколько ограничен-
ным [12, 13].

Одним из недостатков LBM является ограниче-
ние на число Маха (скорости частиц принадлежат к 
дискретному набору). Для сохранения эффективности 
LBM в широком диапазоне параметров разрабатыва-
ются его различные модификации, приемлемые для 
моделирования неизотермических и высокоскорост-
ных течений [14–17]. Модели, предназначенные для 
моделирования сжимаемых течений, обсуждаются в 
работах [18–22].

В гибридном подходе предполагается совместное 
решение кинетического уравнения Больцмана в тех 
областях, где функция распределения в существенной 
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степени отличается от равновесной, и решеточных 
уравнений Больцмана там, где отклонение функции 
распределения от равновесной сравнительно невелико 
[23, 24]. На границах различных подобластей произ-
водится сшивка решений, полученных при помощи 
различных подходов. Реализация гибридного метода 
приводит к экономии вычислительных ресурсов без 
уменьшения точности вычислений.

Разработки в области LBM доведены до программ-
ных комплексов с открытым исходным кодом, которые 
применяются для решения задач различного класса. К 
комплексам с открытым исходным кодом, в частности, 
относится пакет, реализация которого обсуждается в 
работах [25, 26] и предназначенный для моделирования 
течений со свободными границами.

Несмотря на популярность LBM и имеющиеся мно-
гочисленные примеры его реализации и практического 
использования, представляет интерес оценка возмож-
ностей подхода для моделирования вихревых течений 
вязкой несжимаемой жидкости. В настоящей работе ме-
тод решеточных уравнений Больцмана применяется для 
решения двух широко распространенных задач, связан-
ных с расчетом характеристик потоков в квадратной и 
кубической кавернах с подвижной верхней стенкой. 
Результаты численного моделирования сравниваются 
с литературными данными. Для оценки вычислитель-
ной эффективности различных подходов проводится 
сравнение времени счета при помощи LBM и конеч-
но-объемными подходами. Определяются направления 
дальнейших исследований, связанных с расширением 
границ применимости LBM.

Уравнение Больцмана  
с дискретными скоростями

Рассмотрим кинетическое уравнение Больцмана 
для одночастичной функции распределения f(r, ξ, t) 
(действием внешних сил пренебрегается)

	  + ξ f = Ω(f, f),	 (1)

где  t — время;  r = (x, y, z) — радиус-вектор;  
ξ = (ξx, ξy, ξz) — вектор скорости частицы; Ω(f, f) — опе-
ратор столкновений.

Макроскопические характеристики жидкости, на-
пример, плотность ρ(r, t) и скорость u(r, t), находятся 
как моменты функции распределения (интегрирование 
проводится по всем возможным скоростям ξ).

Дискретизация уравнения (1) проводится в про-
странстве скоростей, ограничиваясь небольшим числом 
точек, определенных в каждом элементе пространства. 
Решетка представляет собой равномерную по простран-
ственным координатам сетку с ячейками определенной 
формы. Предполагается, что за шаг по времени возму-
щения передаются не далее, чем на шаг решетки. Такой 
подход обеспечивает вычислительную эффективность, 
но ограничивает область применимости LBM задачами, 
близкими к равновесным. При этом используется вир-
туальная система единиц, в которой единицы времени 
и расстояния не связаны с физическими единицами 
измерения.

Выберем в пространстве скоростей некоторый ко-
нечный набор дискретных скоростей ck, где k = 0, …, m. 
Каждой дискретной скорости соответствует функция 
распределения fk(r, t) = f(r, ck, t), которая зависит толь-
ко от времени и пространственных координат. Выбор 
набора дискретных скоростей позволяет свести урав-
нение (1) к системе уравнений относительно функций 
распределения fk. Уравнение Больцмана с дискретными 
скоростями имеет вид

	  + сk fk = Ωk,	 (2)

где сk — вектор дискретной решеточной скорости в 
направлении k.

Из уравнения (2), рассматривая равномерную по 
пространственным переменным сетку с шагом Δx и 
предполагая, что частицы за шаг по времени Δt пере-
мещаются в соседние узлы решетки (размер ячейки 
Δrk = сkΔt), получим решеточное уравнение Больцмана

	 fk(r + сkΔt, t + Δt) = fk(r, t) + Ωk[ fk(r, t)].	 (3)

В LBM для представления оператора столкновений 
обычно используется приближение BGK (BGK collision 
model)

	 Ωk = {fke[ρ(r, t), u(r, t)] – fk(r, t)},

где τ — параметр релаксации (изменяется от 0,5 до 2); 
fke — равновесная функция распределения; u — ма-
кроскопическая скорость. Равновесная функция рас-
пределения по скоростям (Maxwell–Boltzmann model) 
раскладывается в ряд Тейлора (сохраняются слагаемые 
до 3-го порядка малости)

	 fke(ρ, u) = wkρ �1 +  +  – �,	 (4)

где cs
2 = c2/3 — виртуальная (решеточная) скорость 

звука (скорость переноса возмущений на сетке), где 
c = Δx/Δt. Под wk в соотношении (4) понимаются ве-
совые коэффициенты, различные для разных моделей 
решеток. Обычно весовые коэффициенты подбира-
ются таким образом, чтобы применение к уравнению 
(2) метода Чепмена–Энскога приводило к уравнениям 
Навье–Стокса.

В практике численных расчетов широкое распро-
странение получил однопараметрический вариант ин-
теграла столкновений (Single Relaxation Time, SRT). 
Многопараметрическое представление релаксационно-
го оператора (Multiple Relaxation Time, MRT) позволяет 
повысить устойчивость численных расчетов при высо-
ких числах Рейнольдса [5]. Применение такого подхода 
к дискретизации интервала столкновений приводит к 
увеличению числа степеней свободы (производится 
переход от фазового пространства к пространству мо-
ментов и используется матрица столкновений).

Плотность и макроскопическая скорость жидкости 
в узлах решетки находятся из соотношений

	 ρ(r, t) = ∑
m

k=0
fk(r, t), ρ(r, t)u(r, t) = ∑

m

k=0
ckfk(r, t).
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Давление полагается пропорциональным плотности

	 p(r, t) = ρ(r, t)cs
2.

В связи с дискретностью вычислений, численные 
значения скорости и расстояния соотносятся не с ре-
альными, а с виртуальными значениями. Например, 
единичная скорость означает перемещение на шаг ре-
шетки за шаг по времени, а при единичном шаге сетки 
и времени виртуальная плотность численно равняет-
ся виртуальному давлению. Кинематическая вязкость 
жидкости определяется через параметр релаксации

	 ν = cs
2�τ – �Δt.

Уравнение (3) имеет строгое теоретическое обосно-
вание только при малых скоростях потока. Для расши-
рения области применимости LBM на высокоскорост-
ные течения, когда начинает играть роль сжимаемость, 
функция распределения в уравнении (3) раскладыва-
ется в ряд Тейлора по степеням шага по времени. При 
сохранении двух членов ряда полученные уравнения 
отличаются от уравнений Навье–Стокса, описывающих 
течения вязкой несжимаемой жидкости, на величи-
ны 2-го порядка малости по шагу по времени и числу 
Маха. Число Маха рассчитывается по формуле M = u/cs,  
где u — масштаб скорости задачи, а cs — скорость зву-
ка. Для обеспечения устойчивости расчетов необходимо 
чтобы M < 0,1. При необходимости число Маха (число 
Куранта) уменьшается либо при помощи измельчения 
сетки, либо при помощи уменьшения параметра ре-
лаксации (безопасным значением является τ = 1, что 
соответствует максимальному значению числа Маха).

Метод решения

Решеточное уравнение Больцмана представляется 
в следующем виде:

	 fk(r + ekΔt, t + Δt) – fk(r, t)
перенос

 = – [fk(r, t) – fke(r, t)]

релаксация

,

где k = 0, …, m. Для решения решеточного уравнения 
Больцмана применяется схема расщепления. На шаге 
по времени сначала происходит перенос, а затем — ре-
лаксация к равновесной функции распределения. Метод 

реализуется в виде следующей последовательности 
шагов.

Шаг 1. Происходят столкновения частиц (collision 
step), которые описываются локальным взаимодей-
ствием частиц в узлах решетки (применяется модель 
абсолютно упругого столкновения). Столкновения ча-
стиц в узлах решетки приводят к изменению функции 
распределения, которая на промежуточном шаге нахо-
дится из соотношения

	 f k(r, t) = fk(r, t) – [fk(r, t) – fke(r, t)].

Тильда соответствует функции распределения после 
столкновения, а fke находится с помощью fk.

Шаг 2. Происходит перенос частиц (streaming step), 
когда частицы перемещаются между узлами решетки, 
не взаимодействуя друг с другом. Вдоль направления 
скорости k имеем

	 fk(r + ckΔt, t + Δt) = f k(r, t).

Схему расщепления демонстрирует рис. 1, где одни 
частицы поступают из центрального узла к его соседям, 
а другие частицы возвращаются обратно. Направления 
движения частиц показывают цветные стрелки. При 
этом длина стрелки примерно соответствует расстоя-
нию, которое проходит частица за один шаг по времени.

Пространственные решетки

В отличие от классического макроскопического 
подхода, основанного на решении уравнений Навье–
Стокса, LBM использует модель промежуточного мас-
штаба для моделирования течения жидкости. В LBM 
решетка (lattice) представляет собой набор разрешен-
ных векторов скорости, причем такой набор остается 
одинаковым для всех узлов. Любая решетка в зави-
симости от размерности задачи и набора дискретных 
скоростей обозначается как DpQq (рис. 2), где p — 
размерность физического пространства, а q — число 
возможных скоростей. Форма ячеек решетки являет-
ся произвольной, но для декартовых координат наи-
более приемлемой является прямоугольная решетка. 
Разрешенные направления являются одинаковыми для 
всех узлов решетки. Нулевой вектор, направленный из 
узла в себя самого, описывает частицы, которые не дви-

Рис. 1. Изменение функции распределения на шаге по времени
Fig. 1. Changing the distribution function at a time step
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жутся из текущего узла и находятся в покое. Стрелки 
указывают возможные направления скоростей ck, где 
k = 0, ..., m представляет собой индекс направления.

Выбор решетки определяется точностью модели-
рования (расширенный набор дискретных скоростей 
позволяет повысить точность моделирования), доступ-
ными вычислительными ресурсами. Наиболее распро-
страненными моделями для двумерных и трехмерных 
задач являются решетки D2Q9 и D3Q19.

Весовые коэффициенты выбираются таким обра-
зом, чтобы обеспечить равномерное движение частиц 
между соседними ячейками. Весовые коэффициенты 
принимают значения:
—	 модель D2Q9

	 wk = 

 при k = 0

 при k = 1, …, 4

 при k = 5, …, 8

;

—	 модель D3Q19

	 wk = 

 при k = 0

 при k = 1, …, 6

 при k = 7, …, 18

.

Скорости в узлах решетки принимают значения:
—	 модель D2Q9

	 ck = 
(0, 0)	 при i = 0
(1, 0), (0, 1), (–1, 0), (0, –1)	 при i = 1, …, 4
(1, 1), (–1, 1), (–1, –1), (1, –1)	при i = 5, …, 8

;

—	 модель D3Q19

	ck = 
(0, 0, 0)	 при i = 0
(±1, 0, 0), (0, ±1, 0), (0, 0, ±1)	 при i = 1, …, 6
(±1, ±1, 0), (±1, 0, ±1), (0, ±1, ±1)	 при i = 7, …, 18

.

За масштабы длины и времени принимаются про-
странственный и временной шаги сетки. Шаг по вре-

мени выбирается таким образом, чтобы при переходе 
на новый временной слой частица попадала в соседний 
узел сетки.

Начальные и граничные условия

В начальный момент времени функция распределе-
ния полагается равной равновесной функции распреде-
ления f(r, 0) = f e(r, 0). В LBM необходимо определить 
соотношения для вычисления функции распределения 
на границах расчетной области.

Условие отскока применяется для реализации ус-
ловий непротекания и прилипания на твердой стенке. 
Такой подход имеет сходство с использованием фик-
тивных узлов или ячеек, находящихся за границами 
расчетной области, в которых скорость меняет знак на 
противоположный (условие зеркального отражения). 
Граница между жидкостью и стенкой располагается 
между слоями приграничных ячеек. В слое ячеек, при-
мыкающих к физической границе области, релаксации 
к равновесной функции распределения не происходит. 
В этом слое ячеек функции распределения принима-
ют значения функций распределения частиц, которые 
двигаются в противоположном направлении. Частицы, 
попавшие в этот слой ячеек, возвращаются на следую-
щем шаге в поток.

Периодические граничные условия используются 
для воспроизведения повторяющихся условий течения 
(при достижении границы области функция распреде-
ления перемещается на противоположную границу). 
Поток выше линии симметрии является зеркальным 
отображением потока ниже линии симметрии, поэтому 
интегрирование выполняется только для одной части 
области.

На границе, через которую поток покидает расчет-
ную область, задаются условия свободного вытекания 
(производная от функции распределения по нормали к 
выходной границе обращается в нуль).

Результаты расчетов

Для проверки и сравнения точности различных 
подходов к описанию течений вязкой несжимаемой 

Рис. 2. Возм ожные векторы скорости частиц для моделей: D1Q3 (a); D2Q9 (b); D3Q19 (c)
Fig. 2. Possible particle velocity vectors for models: D1Q3 (a), D2Q9 (b), D3Q19 (c)
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жидкости и дискретизации уравнений Навье–Стокса 
используется задача о течении в квадратной (двумерная 
задача) или кубической (трехмерная задача) каверне с 
подвижной верхней крышкой. Характерные особенно-
сти вихревых течений, формирующихся в квадратной 
и кубической каверне, наблюдаются и в более сложных 
вихревых и отрывных течениях [27, 28].

Постановка задачи. Нестационарное течение вяз-
кой несжимаемой жидкости рассматривается в замкну-
той полости. Течение в замкнутом объеме квадратной 
или кубической каверны индуцируется движением 
верхней стенки с постоянной скоростью U вдоль оси x. 
Скорость перемещения верхней крышки полагается 
равной U = 1 м/с. Длина ребра полости составляет 
L = 1 м. Дискретизация основных уравнений произво-
дится на декартовой сетке с одинаковых числом узлов 
в различных координатных направлениях. Число узлов 
в координатном направлении k полагается равным Nk. 
Число узлов в квадратной каверне — Nk

2, а в кубиче-
ской — Nk

3.
Характерным параметром задачи, определяющим 

особенности формирующего течения в замкнутом объе-
ме квадратной или кубической каверны, является число 
Рейнольдса Re = ρUL/μ. В расчетах плотность жидко-
сти считается фиксированной и равной ρ = 1,2 кг/м3. 
Варьирование числом Рейнольдса осуществляется за 
счет надлежающего изменения динамической вязко-
сти μ. При этом изменение динамической вязкости и 
числа Рейнольдса обуславливает изменение времени 
релаксации.

В начальный момент времени t = 0 используются 
условия покоя жидкости. Скорость жидкости полага-
ется равной нулю, а давлению присваивается значение 
p = 105 Па. На стенках каверны для тангенциальной и 
нормальной компонент скорости применяются гранич-
ные условия прилипания и непротекания.

Квадратная каверна. Число Рейнольдса изменя-
ется в интервале от 0 до 5000. Расчеты проводятся на 
сетках с различной разрешающей способностью.

Обработку поля течения в каверне при помощи 
традиционных средств визуализации (линии уровня 

и заливка цветом) показывает рис. 3. Применение тек-
стурного подхода для визуализации течения в квадрат-
ной каверне показывает рис. 4 при различных числах 
Рейнольдса.

Профили продольной и поперечной компонент 
скорости в серединном сечении каверны показаны на 
рис. 5 при Re = 1000. Сплошные линии соответству-
ют результатам численного моделирования на основе 
LBM, а значки — данным физического эксперимента 
[29]. Наблюдается достаточно хорошее согласие рас-
четов с литературными данными. При высоких числах 
Рейнольдса распределение продольной компоненты 
скорости имеет зигзагообразную форму [27], что обу-
словливается смешением неравномерного пристеноч-
ного потока, который увлекается в движение верхней 
стенкой, и потока, который циркулирует в крупномас-
штабном вихре [27].

Для оценки качества и критерия точности числен-
ного решения применяются координаты центов различ-
ных вихревых образований (основной вихрь P, вторич-
ные угловые вихри L и R вблизи неподвижной нижней 
стенки) и значения функции тока в них. Результаты 
расчетов в безразмерном виде при помощи LBM при-
водятся в табл. 1 при Re = 100 (xP — продольная коор-
дината центра, yP — поперечная координата центра, 
ψm — значение функции тока). Результаты численного 
моделирования достаточно хорошо согласуются с дан-
ными [29].

Влияние числа Рейнольдса на результаты расче-
тов течения в квадратной каверне показывает табл. 2. 
Результаты расчетов хорошо согласуются с литера-
турным данными [29–38] в широком диапазоне чисел 
Рейнольдса.

Кубическая каверна. В расчетах течения в кубиче-
ской каверне число Рейнольдса варьируется в интерва-
ле от 0 до 2000. Число узлов составляет 813.

Распределения компонент скорости приводятся на 
рис. 6 (сплошные линии) в сравнении с расчетными 
данными [39] (сетка 633) и [40] (сетка 513). Сравнение 
с данными двумерного моделирования течения в квад
ратной каверне показывает, что в трехмерном случае 

Рис. 3. Распределения функции тока (a), завихренности (b) и компонент вектора скорости (c) в каверне при Re = 500. На 
фрагменте (c) красный цвет соответствует продольной скорости, а зеленый — поперечной скорости

Fig. 3. Distributions of the stream function (a), vorticity (b) and velocity vector components (c) in the cavern at Re = 500. On the 
fragment, the red color corresponds to the longitudinal velocity, and the green color corresponds to the transverse velocity
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величина скорости ниже. При этом с увеличением чис-
ла Рейнольдса разница между значениями скорости 
в квадратной и кубической кавернах также увеличи-
вается. В то время, как при Re = 100 такой различие 
остается практически неразличимым, при увеличении 
числа Рейнольдса до 400 максимальная разница дости-
гает 13 %, а при увеличении числа Рейнольдса до 1000 
различие составляет 23 %.

Линии тока в различных сечениях кубической 
каверны показывают рис. 7 и рис. 8 (при Re = 100 и 
Re = 400).

Результаты решения задачи о течении в каверне 
при помощи LBM не столь многочисленны по сравне-
нию с другими подходами к дискретизации уравнений 
Навье–Стокса (конечно-разностные методы, конеч-
но-объемные методы, спектральные методы и другие). 

Рис. 4. Линии тока течения в квадратной каверне при Re равном: 100 (a); 500 (b); 1000 (c); 2000 (d); 2500 (e)
Fig. 4. Streamlines in a square cavity at Re: 100 (a), 500 (b), 1000 (c), 2000 (d), 2500 (e)

Рис. 5. Профили компонент скорости в квадратной каверне при Re = 1000, полученные на основе LBM (сплошные линии) и 
экспериментальных данных [29] (символы ■): продольная скорость (a), поперечная скорость (b)

Fig. 5. Distributions of longitudinal (a) and transverse (b) velocity components in a square cavity at Re = 1000, obtained with 
calculations (solid lines) and experimental data [29] (symbols ■)
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Результаты сравнения точности решения задачи при 
помощи различных подходов представляют несомнен-
ный интерес.

Для обработки результатов расчетов обычно при-
меняются линии растекания жидкости по стенкам куба 
(такие результаты приводятся на рис. 7 и рис. 8). В до-
полнение к этому применяется строгий математический 
аппарат для определения положения и типа критиче-
ских точек на стенках каверны (обычно для этого также 
используются картины линий тока, а тип критической 
точки определяется визуальным образом). Для визуа-
лизации критических точек применяется тензор гра-

диента скорости и линеаризация соответствующих со-
отношений, что позволяет определить тип критической 
точки на основе знаков и значений собственных чисел 
якобиана [41]. Несмотря на то, что в математике такой 
подход хорошо известен, примеры его применения к 
визуализации решений уравнений динамики вязкой 
жидкости являются немногочисленными.

Анализ собственных чисел якобиaна указывает на 
наличие особых точек типа фокуса, центра и седла. 
Положение критических точек на гранях кубической 
каверны зависит от числа Рейнольдса [41]. Связь между 
типом и числом особых точек устанавливает теоре-

Таблица 1. Результаты расчетов течения в квадратной каверне на сетках различного разрешения при Re = 100
Table 1. Influence of mesh size on the results of calculations of flow in a square cavity at Re = 100

Сетка
Вихрь P Вихрь L Вихрь R

xP yP ψm xP yP ψm xP yP ψm

812 0,6125 0,7375 0,1032 0,0324 0,0365 –1,22·10–6 0,9375 0,0641 –1,00·10–5

1012 0,6143 0,7361 0,1034 0,0321 0,0375 –1,62·10–6 0,9410 0,0620 –1,62·10–5

1292 0,6172 0,7344 0,1034 0,0313 0,0391 –1,75·10–6 0,9453 0,0625 –1,25·10–5

Таблица 2. Влияние числа Рейнольдса на результаты расчетов течения в квадратной каверне
Table 2. Influence of the Reynolds number on the results of calculations of flow in a square cavity

Re
Вихрь P Вихрь L Вихрь R

Ссылка
xP yP ψm xP yP ψm xP yP ψm

400 0,5547 0,6055 0,1139 0,0508 0,0469  –1,42·10–5 0,8906 0,1250 –6,42·10–4 [29]
0,5608 0,6078 0,1121 0,0549 0,0510 –1,30·10–5 0,8902 0,1255 –6,19·10–4 [32]
0,5547 0,6055 0,1113 0,0508 0,0469 –1,25·10–5 0,8867 0,1211 –5,94·10–4 Расчет

1000 0,5313 0,5625 0,1179 0,0859 0,0781 –2,31·10–4 0,8594 0,1094 –1,75·10–3 [29]
0,5333 0,5647 0,1178 0,0902 0,0784 –2,22·10–4 0,8667 0,1137 –1,69·10–3 [32]
0,5313 0,5664 0,1142 0,0820 0,0742 –1,84·10–4 0,8633 0,1094 –1,60·10–3 Расчет

5000 0,5117 0,5352 0,1190 0,0703 0,1367 –1,36·10–3 0,8086 0,0742 –3,08·10–3 [29]
0,5176 0,5373 0,1214 0,0784 0,1373 –1,35·10–3 0,8078 0,0745 –3,03·10–3 [32]
0,5156 0,5586 0,1030 0,0781 0,1405 –1,79·10–4 0,8086 0,0741 –2,93·10–3 Расчет

Рис. 6. Профили скорости в серединном сечении кубической каверны при Re = 400, полученные на основе LBM (сплошные 
линии) и экспериментальных данных [39] (символы ◌) и [40] (символы ●): продольной скорость (a), поперечная скорость (b)
Fig. 6. Distributions of longitudinal (a) and transverse (b) velocity in the middle section of a cubic cavern at Re = 400 obtained with 

calculations (solid lines) and experimental data [39] (symbols ◌) and [40] (symbols ●)
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Рис. 7. Линии тока в кубической каверне при Re = 100: плоскость xy (a); плоскость yz (b); плоскость xz (c)
Fig. 7. Streamlines in the middle planes xy (a), yz (b) and xz (c) at Re = 100

Рис. 8. Линии тока в кубической каверне при Re = 400: плоскость xy (a); плоскость yz (b); плоскость xz (c)
Fig. 8. Streamlines in the middle planes xy (a), yz (b) and xz (c) at Re = 400

Рис. 9. Предельные линии тока при Re = 1000 (□ — седловая точка, ● — устойчивый узел, ○ — неустойчивый узел,  
■ — устойчивый фокус)

Fig. 9. Limiting streamlines at Re = 1000 (□ — saddle point, ● — stable node, ○ — unstable node, ■ — stable focus)



Научно-технический вестник информационных технологий, механики и оптики, 2024, том 24, № 2 
302 Scientific and Technical Journal of Information Technologies, Mechanics and Optics, 2024, vol. 24, no 2

Применение метода решеточных уравнений Больцмана...

ма Пуанкаре–Бендиксона (Nc – Ns = 2, где Nc — чис-
ло узлов или центров, Ns — число седловых точек). 
Например, при числе Рейнольдса, равном 1000, полу-
чим, что Ns = 10 и Nc = 12.

В целом, результаты расчетов характеристик тече-
ния, полученные при помощи LBM, достаточно хо-
рошо согласуются с литературным данными [39, 40]. 
Увеличение числа Рейнольдса приводит к интенсифи-
кации вихревого движения в кубической каверне. При 
увеличении числа Рейнольдса (уменьшение вязкости) 
происходит перемещение центра крупномасштабного 
вихря к геометрическому центру каверны, а также уве-
личению размеров вторичных угловых вихрей вблизи 
нижней стенки каверны. Влияние боковых стенок куби-
ческой каверны сказывается на уменьшении скоростей 
возвратных течений по сравнению с квадратной кавер-
ной при таком же числе Рейнольдса. Такие изменения 
структуры пространственного течения в кубической 
каверне согласуются с теми, которые наблюдаются в 
работах [27, 28] при изменении числа Рейнольдса от 
0 до 2000.

Координаты критических точек на стенках каверны, 
которые получены при помощи обработки результатов, 
рассчитанных при помощи LBM и конечно-объемных 
методов [28, 41], хорошо согласуются между собой, а 
максимальная ошибка не превышает 3–5 %. 

Сравнение времени счета. Время расчета течения 
в кубической каверне с подвижной верхней крышкой 
при помощи LBM сравнивается с временем счета, не-
обходимым для достижения сходимости при помощи 
конечно-объемных подходов [41]. Помимо LBM, урав-
нения Навье–Стокса решаются при помощи схемы 
расщепления по физическим процессам (метод NS1). 
Реализация схемы расщепления приводит к необходи-
мости решения уравнения Пуассона для давления на 
каждом шаге по времени. В качестве другого подхода 
к решению уравнений Навье–Стокса для вязкой несжи-
маемой жидкости рассматривается метод псевдосжима-
емости (метод NS2). Особенности реализации методов 
NS1 и NS2 излагаются в работе [28].

LBM является явным, поэтому для дискретизации 
уравнений Навье–Стокса применяются явные конеч-
но-разностные схемы. Для дискретизации по времени 
используется явная схема Эйлера, а для дискретизации 
конвективных и вязких потоков — разности против 
потока и центральные разности 2-го порядка точности.

Сравнение времени счета, необходимого для до-
стижения сходимости, показывает рис. 10 (течение в 
кубической каверне при Re = 1000). Время счета норми-
руется на максимальное время счета, соответствующее 
расчету при помощи метода NS1 на самой подробной 
сетке. При использовании подробных сеток LBM в 
существенной степени проигрывает в скорости расче-
тов по уравнениям Навье–Стокса, для интегрирования 
которых используется метод псевдосжимаемости, но 
выигрывает перед подходами, основанными на схе-
ме расщепления по физическим процессам (решение 

уравнения Пуассона для давления требует нелокальных 
подходов).

Заключение

Рассмотрены особенности реализации и примене-
ния метода решеточных уравнений Больцмана (Lattice 
Boltzmann Method, LBM) для моделирования течений 
вязкой несжимаемой жидкости. Возможности подхода 
продемонстрированы на примере моделирования тече-
ний в квадратной и кубической кавернах с подвижной 
верхней стенкой. Результаты численного моделирова-
ния согласуются с имеющимися численными решения-
ми и экспериментальными данными, представленными 
в литературе.

LBM позволяет получить характеристики потока, 
которые согласуются с результатами численного мо-
делирования, полученными при помощи методов ко-
нечных объемов. Сравнение с эталонными решениями 
показывает, что LBM позволяет получить распреде-
ления характеристик потока с погрешностью, не пре-
вышающей 3–5 %. Отклонение локальных значений 
скорости от значений, полученных другими методами, 
объясняется неявным представлением макроскопиче-
ских граничных условий при помощи мезоскопической 
функции распределения в LBM.

При использовании подробных сеток LBM в суще-
ственной степени проигрывает в скорости расчетов 
уравнений Навье–Стокса при помощи метода псевдо
сжимаемости, но выигрывает перед подходами, в ко-
торых требуется решение уравнения Пуассона для 
давления.

Направления дальнейших исследований связаны с 
реализацией LBM для моделирования неизотермиче-
ских течений и течений сжимаемого газа.

Рис. 10. Время счета, необходимое для решения задачи 
о течении в кубической каверне при помощи LBM (белый 

цвет), схемы расщепления по физическим процессам 
(серый цвет) и метода псевдосжимаемости (черный цвет)

Fig. 10. Computation time required to solve the problem of flow 
in a cubic cavern using the LBM (white color), the splitting 
scheme by physical processes (gray color) and the pseudo-

compressibility method (black color)
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Аннотация
Введение. Для непрерывного вейвлет-преобразования традиционно используются вейвлеты на основе 
производных функции Гаусса, а для кратномасштабного анализа — вейвлеты Добеши. Разработка алгоритмов 
прямого и обратного непрерывного вейвлет-преобразования в частотной области позволила в настоящей 
работе синтезировать цифровые фильтры с конечной импульсной характеристикой методом, отличным 
от существующих. Качество синтезированных фильтров проверялось декомпозицией и последующей 
реконструкцией сигналов. Для этого синтезировались несколько фильтров, полностью покрывающих частотный 
диапазон сигнала. Так как вейвлеты являются полосовыми фильтрами, авторы назвали фильтры вейвлетами. 
Чем точнее реконструированный сигнал повторяет форму оригинального сигнала, тем лучше вейвлет, 
сконструированный тем или иным методом. Сравнение точности реконструкции сигналов показывает, что 
лучший результат преобразования получается при применении именно синтезированных вейвлетов. Метод. 
Импульсные характеристики фильтров с конечной импульсной характеристикой синтезируются таким образом, 
чтобы их амплитудно-частотные характеристики (АЧХ) были схожи на АЧХ вейвлетов на основе производных 
функции Гаусса большого порядка. Чем больше порядок фильтра, тем ближе АЧХ к прямоугольной форме. 
Основные результаты. Предложены алгоритмы прямого и обратного вейвлет-преобразования сигнала в 
частотной области с применением вейвлетов на основе производных функции Гаусса. Профилирование 
программы синтеза показало, что время вейвлет-преобразования с использованием быстрого преобразования 
Фурье в 15 000 раз меньше, чем при прямом численном интегрировании для экспериментальной выборки 
сигнала в 32 768 отсчетов. Эти алгоритмы можно использовать для вейвлетов с прямоугольной АЧХ. При 
этом время численного вычисления уменьшается еще в два раза. Точность реконструкции сравнивалась для 
вейвлетов на основе производных второго порядка, вейвлетов Добеши, и вейвлетов с прямоугольной АЧХ. 
Точность реконструкции оказалась наивысшей для вейвлетов с прямоугольной АЧХ. В работе представлены 
импульсные характеристики двухполосного, трехполосного цифровых фильтров и их АЧХ. Обсуждение. 
Использование предложенного метода конструирования вейвлетов наиболее предпочтительно ввиду его 
относительной простоты и возможности синтезировать многополосные фильтры с любой формой АЧХ. 
При синтезе существующими методами можно получить лишь «короткую» переходную полосу только для 
«длинных» импульсных характеристик, то для сконструированных предложенным методом вейвлетов даже 
для фильтров очень маленьких порядков переходные полосы практически отсутствуют. Цифровые фильтры с 
конечной импульсной характеристикой с прямоугольной АЧХ имеют большой коэффициент ослабления в полосе 
задерживания по сравнению существующими фильтрами с конечной импульсной характеристикой и могут быть 
использованы для обработки одномерных и двумерных сигналов.
Ключевые слова
вейвлет-преобразование, импульсная характеристика, реконструкция, кратномасштабный анализ, алгоритм 
Малла, амплитудно-частотная характеристика, синтез, цифровой фильтр
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Abstract 
For continuous wavelet transformation, wavelets based on derivatives of the Gauss function are used, and for multiscale 
analysis, Daubechies wavelets are used. The development of algorithms for forward and inverse continuous wavelet 
transform in the frequency domain made it possible in this work to synthesize digital filters with a finite impulse 
response (FIR) different from existing methods. The quality of the synthesized filters was checked by decomposition and 
subsequent reconstruction of the signals. To do this, several filters were synthesized that completely cover the frequency 
range of the signal. Since wavelets are bandpass filters, the authors called the filters wavelets. The more precisely 
the reconstructed signal repeats the shape of the original signal, the better the wavelet constructed by one method or 
another. A comparison of the accuracy of signal reconstruction shows that the best conversion result is obtained by 
using synthesized wavelets. The impulse responses of the FIR filters are synthesized so that their frequency response 
are similar to the frequency responses of wavelets based on derivatives of the Gaussian function of a large order. The 
greater the filter order, the closer the frequency response is to a square-wave shape. Algorithms for forward and inverse 
wavelet transformation of a signal in the frequency domain using wavelets based on derivatives of the Gauss function 
are proposed. Profiling of the program shows that the time of the wavelet transforms using the fast Fourier transform is 
15,000 times less than with the direct numerical integration for sampling the signal of 32,768 samples. These algorithms 
can be used for wavelets with a square-wave frequency response. At the same time, the numerical calculation time is 
halved. The accuracy of the reconstruction was compared for wavelets based on second-order derivatives, Daubechies 
wavelets, and wavelets with a square-wave frequency response. The reconstruction accuracy is highest for the latest 
wavelets. The use of the wavelet construction method is preferable since this method is relatively simple and it is easy 
to synthesize multiband filters with any form of frequency response. If, when synthesizing using existing methods, a 
short transition band can be obtained only for long impulse responses, while the transition band using the method of 
constructing wavelets is absent even for filters of very small orders. The paper presents the impulse responses of two-
band, three-band digital filters and their frequency response. FIR digital filters with a square-wave frequency response 
have a higher delay-band attenuation coefficient compared to existing filters, do not have transition band, and can be 
used to process one-dimensional and two-dimensional signals.
Keywords
wavelet transform, impulse response, reconstruction, multiscale analysis, Mallat algorithm, frequency response, 
synthesis, digital filter
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Введение

Проектирование цифровых фильтров является ак-
туальной задачей [1–4] в различных областях техники 
и технологий. Среди множества методов синтеза филь-
тров можно выделить методы, основанные на исполь-
зовании вейвлетов [5]. Вейвлет-преобразование подраз-
деляется на непрерывное и дискретное [6]. Семейство 
вейвлет-функций ψab(t) генерируется из одной, «мате-
ринской», функции φ(t) при помощи растяжения (сжа-
тия) и сдвига за счет операции сдвига во времени b и 
изменения временного масштаба a

	 ψ(t) = φ� �.

Для заданных значений параметров a и b функ-
ция ψab(t) и есть вейвлет. В частотной области спек-
тры вейвлетов похожи на всплески (волны) с пиком на 
частоте w и полосой Δw, т. е. имеют вид полосового 
фильтра. Полоса Δw уменьшается с ростом параме-

тра а. Следовательно, вейвлеты локализованы как во 
временной, так и в частотной областях. Масштабный 
множитель а, который можно определить как величину, 
обратную частоте, является основной характеристикой 
вейвлет-преобразования. Если масштабный коэффи-
циент а изменяется кратно 2n (n — целое число), то 
вейвлет-преобразование является дискретным, а при 
произвольном сколь угодно малом изменении масштаб-
ного коэффициента а — непрерывным. Для анализа 
сигналов непрерывное вейвлет-преобразование более 
удобно. Его некоторая избыточность, связанная с не-
прерывным изменением масштабного коэффициента 
а и параметра сдвига b, становится положительным 
качеством, так как позволяет более полно и четко пред-
ставить, и проанализировать информацию в данных.

Целью работы является синтез фильтров с конеч-
ной импульсной характеристикой (КИХ-фильтров), 
имеющих более большой коэффициент ослабления в 
полосе задерживания по сравнению существующими 
в настоящее время КИХ-фильтрами и с очень короткой 
переходной полосо й.
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Методы синтеза КИХ-фильтров 
и конструирования вейвлет ов

Синтез КИХ-фильтров и конструирование вейвле-
тов производится независимо друг от друга, несмотря 
на то что вейвлеты с самым большим масштабным 
коэффициентом являются фильтрами нижних частот, 
со средним значением — полосовыми фильтрами, а с 
самым меньшим — фильтрами верхних частот. 

Для синтеза КИХ-фильтров с линейной фазой ис-
пользуются методы: взвешивания с помощью окна, 
частотной выборки, а также расчета оптимальных (по 
Чебышеву) фильтров. Идеальные частотные характе-
ристики цифровых фильтров нереализуемы. Возможна 
лишь их аппроксимация с той или иной степенью точ-
ности. Синтез цифровых фильтров включает несколько 
этапов, которые для каждого метода отличаются [7]. 
Аппроксимируемая и аппроксимирующая функции 
должны соответствовать определенным требованиям. 

Конструирование вейвлетов производится други-
ми методами. При конструировании вейвлетов нужно 
иметь в виду, что график исходной функции должен 
осциллировать (быть знакопеременным) вокруг нуля 
на оси времени и иметь нулевую площадь

	 ∫
∞

–∞
ψ(t)dt = 0.	 (1)

Так же, для того чтобы анализировать более тонкую 
(высокочастотную) структуру сигнала, подавляя мед-
ленно изменяющиеся его составляющие, должны быть 
равны нулю все первые n моментов 

	 ∫
∞

–∞
tnψ(t)dt = 0.	 (2)

Для дискретного вейвлет-преобразования исполь-
зуются две импульсные характеристики (ИХ), соот-
ветствующие фильтрам низких и высоких частот, ко-
торые называются масштабирующей функцией или 
вейвлетом. Достаточно определить коэффициенты ИХ 
низких частот и вычислить коэффициенты вейвлета че-
рез них. Задача конструирования семейства вейвлетов 
с первыми n моментами была решена И. Добеши [8]. 
Такие вейвлеты называются вейвлетами Добеши n-го 
порядка (dbN). Для получения вейвлетов необходимо 
решить систему уравнений с учетом формул (1) и (2) 
для дискретного варианта, сдвиговой ортогонально-
сти и нормировки. Вейвлетом Добеши 1-го порядка 
является вейвлет Хаара. У вейвлета Хаара только два 
коэффициента ИХ. С увеличением порядка вейвлета 
Добеши количество коэффициентов увеличивается. 
Эти вейвлеты применяются для кратномасштабного 
анализа сигналов [9].

Для непрерывного вейвлет-преобразования исполь-
зуются вейвлеты на основе функции Гаусса. Такие вей-
влеты являются симметричными функциями и имеют 
производные n-порядка [8–10]. В работах [11, 12] ис-
пользовано вейвлет-преобразование на основе функции 
Гаусса в частотной области с применением быстрого 
преобразования Фурье (БПФ) только для анализа сиг-
налов. В [13] отмечено, что с применением вейвлетов 
на основе функции Гаусса анализ не является ортого-

нальным, вейвлеты не имеет компактного носителя, 
отсутствует масштабирующая функция и возможность 
реконструкции не гарантирована. В работах [14–16] 
разработан алгоритм кратномасштабного анализа с 
использованием вейвлетов на основе производных 
функции Гаусса. 

Алгоритм численного вычисления прямого вей-
влет-преобразования в частотной области с примене-
нием вейвлетов на основе производных функции Гаусса 
включает следующие шаги.

Шаг 1. Вычисление коэффициентов тригонометри-
ческого ряда a1(n) сигнала S(k) с использованием пря-
мого БПФ:

	 a1(n) = ∑
N–1

k=0
S(k)cos� �,

где k — номер отсчета; N — число отсчетов (выборка).
Шаг 2. Вычисление коэффициентов тригонометри-

ческого ряда b1(n) сигнала S(k) с использованием пря-
мого БПФ:

	 b1(n) = ∑
N–1

k=0
S(k)sin� �.

Шаг 3. Вычисление коэффициентов тригонометри-
ческого ряда a2(n) вейвлета ψ(k) с использованием пря-
мого БПФ: 

	 a2(n) = ∑
N–1

k=0
ψ(k)cos� �.

Шаг 4. Вычисление коэффициентов тригонометри-
ческого ряда b2(n) вейвлета ψ(k) с использованием пря-
мого БПФ:

	 b2(n) = ∑
N–1

k=0
ψ(k)sin� �.

Шаг 5. Вычисление комплексно-сопряженного спек-
тра:

	 c1(n) = a1(n)a2(n) + b1(n)b2(n);	 (3)

	 c2(n) = b1(n)a2(n) – a1(n)b2(n).	 (4)

Большинство непрерывных вейвлетов — четные 
или нечетные функции. Для четных вейвлетов ряд со-
ставлен из одних косинусов, а для нечетных — из од-
них синусов.

Для четных вейвлетов b2(n) = 0 и

	 c1(n) = a1(n)a2(n);	 (5)

	 c2(n) = b1(n)a2(n).	 (6)

Для нечетных вейвлетов a2(n) = 0 и

	 c1(n) = b1(n)b2;	 (7)

	 c2(n) = –(n)b2(n).	 (8)

Шаг 6. Для четного вейвлета с М + 1 разными мас-
штабными коэффициентами вейвлет-спектр W(a, b) 
(матрица вейвлет-коэффициентов ((М + 1) × N) для 
входного анализируемого сигнала длиной N отсчетов 

От конструирования вейвлетов на основе производных функции Гаусса к синтезу фильтров...
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рассчитывается путем вычисления М обратных преоб-
разований Фурье от комплексно-сопряженного спектра 
(5), (6) по формуле: 

	 W(a, b) = ∑
N–1

k=0
(c1(k) + ic2(k))exp�i  �.

Шаг 7. Для нечетного вейвлета с М + 1 разными 
масштабными коэффициентами вейвлет-спектр W(a, b) 
(матрица вейвлет-коэффициентов ((М + 1) × N) для 
входного анализируемого сигнала длиной N отсчетов 
рассчитывается с помощью вычисления М обратных 
преобразований Фурье из комплексно-сопряженного 
спектра (7), (8) по формуле: 

	 W(a, b) = ∑
N–1

k=0
(c1(k) + ic2(k))exp�i  �.

Для четных вейвлетов не выполняются шаги 4 и 7, 
для нечетных — шаги 3 и 6. Вычисление коэффици-
ентов a2(n) и b2(n) производится только с вейвлетом, а 
не с исследуемым сигналом. В связи с этим возможно 
заранее вычислить их и результаты расчетов хранить в 
запоминающем устройстве. Благодаря четности (нечет-
ности) непрерывных вейвлетов количество умножений 
и сложений уменьшается по формулам (5)–(8) в два 
раза для каждого масштаба. Также уменьшается в два 
раза количество памяти, необходимой для хранения фу-
рье-коэффициентов вейвлетов для каждого масштаба.

Так как необходимо декомпозировать сигнал на не-
сколько уровней, то шаги 3–7 надо выполнить столько 
же раз. Например, если в строке изображения размером 
512 × 512 пикселов имеется 512 отсчетов, то для одной 
строки количество уровней разложения равно 9, а для 
всех строк и всех столбцов 9 необходимо умножить 
на 512. Если цветное изображение в формате RGB, то 
общее количество уровней разложения будет равно 
2754. В отличии от алгоритма Малла, кратномасштаб-
ный анализ с применением БПФ можно производить с 
коэффициентом изменения масштаба меньшего двух. 
В связи с этим необходимо найти алгоритм, позволяю-
щий увеличить скорость вычисления, чем при исполь-
зовании БПФ. Такой алгоритм создан с применением 
дискретного преобразования Фурье и представлен по-
сле использования алгоритма численного вычисления 
обратного вейвлет-преобразования.

Алгоритм численного вычисления обратного 
вейвлет-преобразования в частотной области с при-
менением вейвлетов на основе производных функции 
Гаусса включает следующие шаги.

Шаг 1. Вычисление коэффициентов тригонометри-
ческого ряда a1(n) вейвлет-спектра W(a, b) с использо-
ванием прямого БПФ по формуле:

	 a1(n) = ∑
N–1

k=0
W(a, k)cos� �.

Шаг 2. Вычисление коэффициентов тригонометри-
ческого ряда b1(n) вейвлет-спектра W(a, b) с использо-
ванием прямого БПФ по формуле:

	 b1(n) = ∑
N–1

k=0
W(a, k)sin� �.

Шаг 3. Вычисление коэффициентов тригонометри-
ческого ряда a2(n) вейвлета ψ(t) с использованием пря-
мого БПФ по формуле:

	 a2(n) = ∑
N–1

k=0
ψ(k)cos� �.

Шаг 4. Вычисление коэффициентов тригонометри-
ческого ряда b2(n) вейвлета ψ(t) с использованием пря-
мого БПФ по формуле:

	 b2(n) = ∑
N–1

k=0
ψ(k)sin� �.

Шаг 5. Вычисление комплексно-сопряженного спек-
тра по формулам (3), (4). Для четных вейвлетов — по 
формулам (5), (6); для нечетных — по (7), (8).

Шаг 6. Для четного вейвлета путем М + 1 обратных 
преобразований Фурье от комплексно-сопряженного по 
формулам (5), (6) вычисляется функция Sʹm:

	 Sʹm(n) = ∑
N–1

k=0
(c1(k) + ic2(k))exp�i  �,

где N = 2m, M = m. Здесь и далее символ «ʹ» не означает 
дифференцирование.

Шаг 7. Для нечетного вейвлета путем М + 1 обрат-
ных преобразований Фурье от комплексно-сопряженно-
го спектра по формулам (7), (8) вычисляется функция 
Sʹm:

	 Sʹm(n) = ∑
N–1

k=0
(c1(k) + ic2(k))exp�i  �,

где N = 2m, M = m.
Шаг 8. Нормализующий коэффициент обратного 

вейвлет-преобразования С в разработанном алгоритме 
вычисляется из аналога теоремы Парсеваля для вей-
влет-коэффициентов: 

	 ∫S(t)S*(t)dt = C–1∫∫W(a, b)W*(a, b) .

Шаг 9. По формуле S(n) = C ∑
m

m=0
Sʹm(n) реконструи-

руется сигнал.
Вычисление коэффициентов a2(n) и b2(n) произ-

водится только для вейвлетов, а не для исследуемого 
сигнала. Исходя из этого, они могут быть вычислены 
заранее, а результаты расчетов могут храниться в за-
поминающем устройстве. Для четных вейвлетов не 
выполняются шаги 4 и 7, для нечетных — шаги 3 и 6. 
Количество необходимой памяти для хранения вей-
влет-коэффициентов из-за четности или нечетности в 
два раза меньше для каждого масштабного коэффици-
ента а. Так же, как для алгоритма численного вычис-
ления прямого вейвлет-преобразования, количество 
преобразований Фурье при обратном вейвлет-преоб-
разовании может быть очень большим.

При конструировании строго ортогональных вей-
влетов с прямоугольной амплитудно-частотной харак-
теристикой (АЧХ) ширину полосы пропускания надо 
подбирать, для того чтобы добротность была одинако-
вой для всех уровней разложения. В некоторых случаях, 
когда разрешающая способность вейвлетов должна 
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быть высокой, можно сконструировать вейвлеты с пе-
ременной добротностью. 

Аналитическую формулу для предложенного вей-
влета невозможно получить в прямом виде, так как 
он рассчитывается в результате численного решения 
[17]. Например, вейвлеты Добеши также получаются в 
результате численного вычисления. Предложенные ал-
горитмы численного вычисления прямого и обратного 
вейвлет-преобразований в частотной области подобны 
оконному преобразованию Фурье, если вместо вейвлета 
использовать окна постоянной ширины на основе про-
изводных функций Гаус са.

Сравнение точности реконструкции сигналов 
с применением различных вейвлетов

Для наглядной демонстрации точности сравним ре-
зультат декомпозиции и реконструкции прямоугольного 
одинарного импульса длительностью 36 единиц для 
выборки 1024 отсчетов. Получим результат декомпози-
ции и реконструкции двух прямоугольных импульсов с 
очень большой разницей амплитуд. Точно восстановить 
сигнал прямоугольной формы наиболее трудная задача, 
потому что спектр такого сигнала плохо уменьшается 
на высоких частотах, а для пологих сигналов спектр 
более уже, и поэтому такие сигналы точнее реконструи-
руются. Форма прямоугольного сигнала наиболее силь-
но искажается около краев. Можно судить о точности 
по тому, как сильно отличается форма прямоугольника 
после реконструкции.

При использовании вейвлетов на основе произво-
дных функции Гаусса форма реконструированного сиг-
нала не точно повторяет оригинальный прямоугольный 
импульс, т. е. импульс немного смещается вниз. На 
рис. 1, a представлена часть участка слева от прямо
угольного импульса после декомпозиции на 10 уровней 
и последующей реконструкции со всеми уровнями с 
использованием вейвлета Добеши (db2) в алгоритме 
Малла. На рис. 1, b представлена эта же часть участка, 
но реконструированная с использованием вейвлета, 
сконструированного в частотной области. На рис. 1, a 
представлена только часть левого края импульса, что-

бы было видно, насколько отличаются значения ре-
конструированного сигнала от нуля. В верхней части 
импульса значение его равно единице и потому, если 
показывать импульс, то рядом нельзя будет увидеть 
ничего, кроме прямой линии, кажущейся равной нулю. 
В логарифмическом масштабе график нельзя постро-
ить, так как есть отрицательные величины. На рис. 1, a 
видно, что нули отличаются в среднем на 2·10–13. При 
увеличении порядка вейвлета Добеши это отличие еще 
больше, например, для вейвлета db40 разница доходит 
до 10–6. Очевидно, это связано с необходимостью ре-
шать большее число уравнений для получения первых 
моментов нулевого порядка у вейвлетов Добеши. На 
рис. 1, b представлена часть участка слева от прямоу-
гольного импульса после декомпозиции на 10 уровней 
и последующей реконструкции со всеми уровнями с 
использованием вейвлета, сконструированного в ча-
стотной области. Видно, что точность реконструкции 
импульса намного выше. Здесь отличие от нуля почти 
в тысячи раз меньше, чем при обработке с использо-
ванием алгоритма Малла, поэтому можно сказать, что 
преобразование строго ортогональное.

На рис. 2 представлен импульс, амплитуда которого 
в 1015 раз меньше, чем соседний прямоугольный им-
пульс. Этот импульс деформирован из-за того, что при 
декомпозиции и последующей реконструкции нули 
рядом с большим импульсом не точно равны нулю 
(рис. 1, b). При реконструкции двух импульсов с разни-
цей в 1015 с использованием алгоритма Малла, малый 
импульс нельзя увидеть, так как погрешность вычисле-
ния почти в 1000 раз больше, чем этот импульс. График 
будет такой же, как на рис. 1, a. Можно сказать, что 
малый импульс «утопает» в шуме вычисления.

Импульсные и амплитудно-частотные 
характеристики синтезированных КИХ-фильтров 

методом конструирования вейвлетов

Для того чтобы удостовериться, что метод констру-
ирования вейвлетов можно использовать для синтеза 
цифровых КИХ-фильтров, выполнено исследование по 
свертке ИХ с различными сигналами. При вейвлет-пре-

Рис. 1. Часть участка слева от прямоугольного импульса, реконструированного с использованием вейвлетов Добеши (db2) 
(a) и с прямоугольной амплитудно-частотной характеристикой (b)

Fig. 1. The part of the section to the left of the rectangular pulse reconstructed using a Daubechies wavelet (db2) (a) and a wavelet 
with a rectangular frequency response (b)

От конструирования вейвлетов на основе производных функции Гаусса к синтезу фильтров...
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образовании сигнала обычно длины N вейвлета (ИХ) и 
сигнала L равны. В результате необходимо вычислить 
свертку ИХ с сигналом в несколько раз большей дли-
ны, так как при цифровой фильтрации так чаще всего 
происходит. Если пропустить сигнал через различные 
фильтры, у которых суммарная полоса частот превы-
шает диапазон частот сигнала, то при суммировании 
всех отсчетов, прошедших через каждый фильтр, по-
лученный выходной сигнал должен быть пропорциона-
лен входному сигналу или тождественен. Это условие 
передачи сигнала без искажений, т. е. выходной сигнал 
должен быть копией входного сигнала. Например, были 
вычислены свертки ИХ с сигналом для фильтра нижних 
частот, двух полосовых и высокочастотных фильтров с 
одинаковой полосой пропускания, которые полностью 
перекрывали интервал [0, fd/2]. Даже для сигнала, пред-
ставляющего одиночный импульс, сумма всех сверток 
давала точную копию входного сигнала. Длина ИХ N 
равна 128 отсчетам, а длина сигнала L — 1024 отсче-
там. Длительность импульса равна 28 отсчетам. После 
суммирования всех отсчетов, прошедших от каждого 
фильтра, получилось, что импульс и амплитуда равны 
длительности 28 отсчетов, вид сигнала — прямоуголь-
ной формы. Для того чтобы соблюдалось условие фи-
зической реализуемости фильтров, отсчеты выходного 
сигнала учитывались, начиная с половины длины ИХ. 

И при других соотношениях N и L выходной сигнал 
при свертке входного сигнала с ИХ фильтров нижних 
частот, двух полосовых и высоких частот с одинако-
вой полосой пропускания является копией входного 
сигнала. Так же вычислялась свертка ИХ фильтров с 
зашумленным сигналом. Во всех случаях наблюдалось 
увеличение отношения сигнал/шум. Исследования по-
казали, что синтезированные ИХ можно использовать 
для фильтрации сигналов. 

Этим же методом допустимо синтезировать ИХ 
многополосных фильтров. На рис. 3 показана часть 
симметричной ИХ для фильтра с двумя полосами про-
пускания и АЧХ этого фильтра. Если бы была только 
одна полоса низких частот, то ИХ была бы гладкой 
функцией. Наличие второй полосы накладывает на 
функцию низких частот быстро осциллирующую функ-
цию, т. е. ИХ равна сумме двух ИХ, полученных для 
каждого по отдельности фильтров. На графиках АЧХ 
рис. 3–5 частоты нормированы. 

На рис. 4 представлена часть антисимметричной 
ИХ для фильтра с тремя полосами пропускания и АЧХ 
этого фильтра.

На рис. 3 и 4 видно, что АЧХ имеют прямоуголь-
ную форму, и нет пульсаций в полосе пропускания и 
задерживания. Независимо от длины ИХ переходной 
полосы нет. 

На рис. 5 показана часть симметричной ИХ для 
фильтра с треугольной АЧХ и АЧХ этого фильтра. 
Видно, что на рис. 5 также нет переходной полосы.

Рассмотренные цифровые фильтры можно исполь-
зовать для обработки изображений по строкам и столб-
цам. Двумерную свертку лучше выполнять в частотной 
области с применением БПФ, так как в этом случае 
скорость и точность вычисления возрастает из-за того, 
что уменьшается количество операций умножений 
и сложений. При синтезе фильтров не надо задавать 
 максимально допустимое отклонение от единицы в 
 полосе пропускания и максимально допустимое от-
клонение от нуля в полосе задерживания. Достаточно 
задать частоты среза для каждого фильтра отдельно. 
Синтез фильтров осуществлять относительно просто. 
Не надо применять различные окна и программы оп-
тимизации.

Рис. 2. Импульс, у которого амплитуда в 1015 раз меньше, 
чем соседний прямоугольный импульс после обработки 

с использованием вейвлета, сконструированного 
в частотной области

Fig. 2. An impulse with amplitude 1015 times smaller than the 
neighboring rectangular pulse after processing using a wavelet 

constructed in the frequency domain

Рис. 3. Симметричная импульсная характеристика (а) и амплитудно-частотная характеристика (b) фильтра с двумя полосами 
пропускания

Fig. 3. Symmetrical pulse response (а) and frequency response of a two-band filter (b)
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Заключение

Сконструированные вейвлеты с прямоугольной ам-
плитудно-частотной характеристикой позволяют более 
точно реконструировать одномерные и двумерные сиг-
налы, чем вейвлеты Добеши, используемые при кратно-
масштабном анализе в алгоритме Малла. Также полу-
ченные вейвлеты позволяют быстрее, чем в алгоритме 
Малла, производить декомпозицию и реконструкцию 
сигналов. Метод конструирования вейвлетов можно ис-
пользовать для синтеза цифровых фильтров с конечной 
импульсной характеристикой (КИХ-фильтров) и с ли-
нейной фазочастотной характеристикой. По сравнению 
с существующими методами синтеза КИХ-фильтров, 
использование метода конструирования вейвлетов бо-
лее предпочтителен, так как этот метод относительно 
прост, но вместе с тем позволяет получать фильтры 
с прямоугольной амплитудно-частотной характери-
стикой. Коэффициент прямоугольности полученных 
частотных характеристик равен единице, т. е. нет пе-

реходной полосы независимо от длины импульсной 
характеристики. Если при синтезе существующими 
методами можно получить короткую переходную поло-
су только для длинных импульсных характеристик, то 
методом конструирования вейвлетов даже для фильтров 
очень маленьких порядков нет переходной полосы. 
Также пульсации в полосе пропускания и задержива-
ния фильтров, синтезированных методом конструи-
рования вейвлетов на несколько порядков ниже, чем 
у   фильтров, синтезированных существующими мето-
дами. Относительно легко получить многополосные 
фильтры с любой формой амплитудно-частотной ха-
рактеристики. Коэффициент усиления может меняться 
в разных полосах пропускания различным образом. 
Можно построить ступенчатые, линейные или гипер-
болические зависимости частотной характеристики. 
Немаловажно и то, что для синтеза фильтров не надо 
тратить много времени, потому что по сравнению с су-
ществующими методами многие этапы проектирования 
отсутствуют.

Рис. 4. Антисимметричная импульсная характеристика (а) и амплитудно-частотная характеристика (b) фильтра с тремя 
полосами пропускания

Fig. 4. Antisymmetrical pulse response (а) and frequency response (b) of a three-band filter

Рис. 5. Симметричная импульсная характеристика (а) и амплитудно-частотная характеристика (b) фильтра с треугольной 
амплитудно-частотной характеристикой

Fig. 5. Symmetrical impulse response (а) and frequency response (b) of a filter with a triangular frequency response

От конструирования вейвлетов на основе производных функции Гаусса к синтезу фильтров...
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Аннотация 
Введение. Представлен новый метод гладкой кусочно-полиномиальной аналитической аппроксимации 
экспериментальных данных любой размерности и степени изменчивости. Альтернативой данному методу 
являются кубические и бикубические сплайны, которые имеют свои достоинства и недостатки. Исследования, 
направленные на создание более гибких методов гладкой аппроксимации больших данных, активно ведутся 
учеными, но подобного аналога, представленного в настоящей работе, автором не найдено, в том числе и 
для многомерных зависимостей. Метод. Экспериментальные данные часто зависят от многих переменных, 
которые для задач компрессии, прогноза и передачи данных локально могут быть аппроксимированы простыми 
аналитическими функциями. Они могут быть локальными полиномами как на интервалах в одномерном случае, 
так и на полигонах в многомерных случаях. Представленный в работе метод гладкого согласования локальных 
функций между собой может быть расширен с одномерной кусочно-полиномиальной аппроксимации на более 
высокие размерности, что имеет множество научных и практических применений. В данном случае можно 
сохранять и передавать коэффициенты локальных полиномов или других локальных функций вместо того, чтобы 
использовать исходные данные, часто имеющие чрезмерно большой объем. В описываемом методе использовано 
клеточное разбиение области интереса и на этих клетках определены локальные функции — полиномы низких 
степеней или другие параметрические функции. В местах соединения клеток задаются переходные зоны, в 
которых локальные функции согласуются друг с другом, образуя достаточно гладкий переход между ними. 
Количество локальных функций в точке совпадает с ее индексом топологического покрытия. Результатом 
является единая, дважды дифференцируемая аналитическая функция. Для гладкого согласования локальных 
функций используются базовые функции, основанные на специальных полиномах второй или третьей степени. 
Значения этих функций плавно уменьшаются от единицы до нуля. Значения производной базовой функции 
на обоих концах интервала равны нулю. Согласование представлено гомотопическим преобразованием, 
отображающим единичный интервал в пространство функций. Для одномерной зависимости эффективность 
метода представлена примером согласования набора локально заданных парабол. Метод расширен на двумерный 
случай путем применения известного в математике приема клеточного разбиения компакта с покрытием его 
топологическими картами. Вычислительный эксперимент показал, что и в этом случае локальные функции 
согласуются на всем компакте, образуя единую дважды дифференцируемую функцию. Основные результаты. 
Результатом исследования является разработка нового метода гладкого согласования локальных параметрических 
функций, осуществляющих аппроксимацию экспериментальных данных на интервале произвольного размера. 
Представленный метод основан на топологическом разбиении единицы и согласовании двумерных локальных 
функций, осуществляющих аппроксимацию на двумерном компакте. Выполнено теоретическое обоснование 
возможности расширения метода согласования на произвольные размерности компакта, на клетках которого 
заданы локальные полиномиальные и другие аппроксимирующие функции. Обсуждение. Решена задача 
разработки и частичного обоснования концепта создания полезного инструмента для хранения и передачи 
экспериментальных информационных данных.
Ключевые слова
сплайн, полином, функция согласования, разбиение единицы, покрытие, клеточное пространство, многообразие, 
аппроксимация
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Abstract 
This work presents a new piecewise polynomial method of smooth analytic approximation for any dimension and 
variability of experimental data. Alternatives to this method are cubic and bicubic splines which have their advantages 
and disadvantages. There are many researches in the field of big data flexible approximation; however nothing 
similar was found to what is presented in the work, especially concerning multivariate dependencies. Experimental 
data frequently depend on many variables which for the purposes of compression, prediction, and transmission 
locally expressed by relatively simple analytic functions. It can be local polynomials, either on some intervals in one-
dimensional case or polygons — in two-dimensional cases. Presented in the work method of local functions smooth 
matching extends from the one-dimension piecewise polynomial approximation method to higher dimensions that has 
a variety of scientific and practical applications. Under this condition, it makes sense to store and transmit coefficients 
of local polynomials or other local functions rather than use raw data for those purposes, which frequently requires an 
unacceptably large amount of resources. In the method described, we use cellular subdivision of the area of interest, 
and define low-degree polynomials or other parametric functions on the cells. At the junctions between cells, there are 
overlapping transition zones where local functions match to each other. Their amount is defined by the index of the 
topological compact covering. As a result, the matching obtains a single double-differentiable analytic function on the 
entire compact. Defined in the work basic functions are second- and third-degree especial polynomials. The values of 
these functions smoothly transit from one to zero within a closed unit interval. Derivatives on the interval edges both 
are equal to zero. The matching is performed by the homotopy which maps a unit interval to the space of functions. 
Efficiency of the method is demonstrated for one-dimensional case by matching a set of approximating parabolas. We 
extend this method to the two-dimensional case by applying the known unit partitioning technique with topological maps 
coverage. The computational experiment demonstrates that even in this case local functions smoothly match making 
a double-differentiable function on the entire compact. First result is a development of a smooth matching method for 
experimental data approximation by local parametric functions on a large interval. Second result is development of a 
new method, based on a unit partitioning, for matching two-dimensional local functions making an approximation on 
the two-dimensional compact. Third result is a theoretical proof of the method extension from dimension of one and two 
to any dimension. Task of this study consisted in the development of a useful tool for efficient storage and transmission 
of experimental data. 
Keywords
splines, polynomials, matching functions, unit partitions, coverages, cell spaces, manifolds, approximation
For citation: Tolstykh V.N. Partition of unity method and smooth approximation. Scientific and Technical 
Journal of Information Technologies, Mechanics and Optics, 2024, vol. 24, no. 2, pp. 314–321 (in Russian). doi: 
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Введение

Существует множество алгоритмов построения 
аналитических зависимостей от одной или двух пере-
менных, другими словами, гладких кривых или поверх-
ностей, аппроксимирующих опытные данные [1–7]. 
Анализ научных работ показал, что наиболее популяр-
ными для аппроксимации одномерных зависимостей 
являются кубические сплайны и B-сплайны — кривые 
Безье [8, 9], реже согласующие функции типа синус-ко-
синус или их квадраты [10–12], и более сложного вида 
функции1,2, основанные на экспонентах с отрицатель-
ным аргументом [13]. Для аппроксимации двумерных 
зависимостей в основном используются бикубические 
сплайны [8], а также различные алгоритмы, в основе ко-
торых лежит полигональное сглаживание, традиционно 
применяемое для создания поверхностей 3D-моделей в 

1 Интерполяция и аппроксимация [Электронный ресурс]. 
Режим доступа: https://ppt-online.org/128925 (дата обращения: 
05.11.2023).

2 Высококачественное моделирование сложных поверх-
ностей и тел [Электронный ресурс]. Режим доступа: https://
www.caduser.ru/press/articles/cm_34_ai_step3.html (дата обра-
щения: 15.02.2024).

современных компьютерных играх [1, 12]. В настоящей 
работе представлен алгоритм, позволяющий гладко 
(включая непрерывность вторых частных производных) 
переводить локальные одно- и двухмерные зависимо-
сти одну в другую.  

По теореме Вейерштрасса об аппроксимации [13], 
полиномы обладают свойством аппроксимировать с 
заданной точностью непрерывную функцию на замкну-
том отрезке (а также на компакте произвольной размер-
ности, согласно обобщению Стоуна [13]). Полиномы 
активно используются также для построения поверх-
ностей. Наибольшую вычислительную проблему пред-
ставляют многомерные полиномы высоких степеней со 
свободными коэффициентами — они крайне неустой-
чивы при малейших изменениях в данных, особенно 
на краях интервалов (или компактов3) при большой 
изменчивости в данных. Для размерностей простран-
ства аргумента не выше двух, эффективным средством 
построения функций на больших компактах, как пра-
вило, являются кубические и бикубические сплайны. 
Также может быть выполнена сборка (или точнее глад-

3 Компактом называется замкнутое и ограниченное мно-
гообразие. Многообразием называется локально евклидово 
пространство.
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кая склейка или согласование) локально определенных 
достаточно простых функций — полиномов и других 
функций, плавно переводящих одни локальные функ-
ции в другие в переходных зонах согласования.

Цель работы — разработать оригинальный метод 
согласования локальных функций, через построе-
ние набора базовых функций, разбивающих единицу 
[11, 14] на некотором двумерном компакте (в общем 
случае — гиперкубе), которые позволяют гладко со-
единять (согласовывать) локальные функции друг с 
другом. Результатом будет являться многомерная глад-
кая функция класса C2, т. е. дважды дифференцируемая 
функция, определенная на всем компакте. 

Разбиение единицы

Разбиением единицы [15] в топологии называется 
конструкция для работы с множеством карт Dα на ком-
пакте M, образующем атлас покрытия. Конструкция 
требует, чтобы листы карт покрывали [16] данное 
многообразие целиком, «с нахлестом». При этом на M 
должна быть задана система вещественных функций  
{hn}, n ∈ N таких, что 
1)	 0 ≤ hn ≤ 1;
2)	 носитель каждой из этих функций целиком содер-

жится в Dα;
3)	 ∑

n∈N
hn = 1 для любой точки x ∈ M.

Для моделирования согласования локальных функ-
ций использован частный случай покрытия двумер-
ного компакта — квадратной области, разделенной 
на 9 клеток и покрытой четырьмя листами покрытия 
(рис. 1). Число листов над каждой точкой называется 
индексом покрытия. В рассматриваемом случае есть 
три варианта — это зоны с индексами покрытия 1, 2, 
4. Выделим срединную клетку с индексом покрытия 4, 
в которой каждая точка x ∈ M ⊂ Mʹ покрывается ровно 
четырьмя листами карт. На Mʹ заданы «базовые» функ-
ции согласования, представляющие разбиение единицы 
на M, такие, что на клетке компакта M, покрытой всеми 
листами, их сумма тождественно равна единице. Таким 
образом, выполнено условие ∑

n∈N
hn = 1 для любой точки 

x ∈ M.
Назовем одномерную функцию ɡ(t) базовой функци-

ей, если она обладает следующими свойствами:
—	 ɡ(t) ∈ C2 [0, 1];
—	 0 ≤ ɡ(t) ≤ 1;

—	 ɡ(0) = 1, ɡ(1) = 0;
—	 ɡ(t) + ɡ(1 – t) = 1∀t ∈ [0, 1];
—	 ɡʹ(0) = ɡʹ(t) = 0;
—	 ɡʺ(0) = – ɡʺ(1).

Такими свойствами обладает кубический полином 
f(x) = 1 – 3x2 + 2x3, заданный на отрезке [0, 1], а также 
сборка из фрагментов двух парабол 

	 ɡ(x) = 
1 – 2x2,	 0 ≤ x ≤ 0,5
2(x – 1)2,	 0,5 ≤ x ≤ 1

.

Согласование локальных функций на отрезке

Возьмем две локальные функции f1(x) и f2(x), задан-
ные на пересекающихся интервалах [a, 1] и [0, b], где 
a < 0 и b > 1, тогда их согласование на интервале [0, 1] 
будет выглядеть как гомотопия g: [0, 1] → C∞, гладко 
переводящая одну функцию в другую при изменении 
параметра t от значения 0 до значения 1.

	 f(x) = ɡ(t)f1(x) + ɡ(1 – t)f2(x), при t = x.

Если две функции пересекаются на интервале [0, 1], 
то их согласование будет выглядеть как плавное пони-
жение значения первой функции от начала интервала 
до нуля и одновременно такое же плавное возрастание 
второй функции от нуля до ее настоящего значения 
на конце интервала1. Степень гладкости согласован-
ной функции на всем компакте будет равна двум, т. е. 
f ∈ C2(Mʹ). Это следует из равенства значений, а также 
первой и второй производных функций ɡ(t) и ɡ(1 – t) в 
точках, принадлежащих одновременно двум интерва-
лам, т. е. в точках xi = bi = ai+1 для соседних интервалов 
[ai, bi] и [ai+1, bi+1].

Рассмотрим пример согласования трех локаль-
ных функций (рис. 2). Здесь и на следующих рисун-
ках единицы измерения относительные. Локальные 
функции — параболы, получены методом наименьших 
квадратов К.Ф. Гаусса. Выделенной линией показано 
как из трех парабол получилась одна сложная гладкая 
кривая на интервале [π, 3π]. 

На рис. 2 локальные функции — параболы — пока-
заны пунктиром. Выделенной линией показано как из 

1 Если интервал согласования отличен от [0, 1], то его 
следует привести к этим границам преобразованием [a, b] → 
→ [0, 1].

Рис. 1. Расположение четырех листов покрытия на компакте. Кружками отмечены локальные функции
Fig. 1. Arrangement of four coating sheets on the compact. Local functions are marked by circles
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трех парабол получилась одна сложная гладкая кривая 
на интервале [π, 3π]. Локальные функции получены 
методом наименьших квадратов. Точками задана мо-
дель для аппроксимации и согласования — модельная 
функция с наложенной на нее аддитивной помехой. 
Цифрами отмечены локальные функции — параболы. 
Вертикальные пунктирные линии показывают центры 
построения трех локальных функций, они также явля-
ются границами интервалов согласования. Параболы 
построены на пересекающихся отрезках: [0, 2π], [π, 3π] 
и [2π, 4π]. 

Построение поверхностей

Двумерная базовая функция согласования, которая 
осуществляет согласование функций на двумерном 
компакте I2 = [0, 1]2, строится на основе одномерных 
базовых функций. В отличие от одномерного случая, 
«соседями» компакта в виде квадрата являются уже не 
две, а четыре функции: f1, f2, f3, f4 (рис. 1), соответству-
ющие четырем вершинам квадрата I2. Соответственно, 
функций согласования также должно быть четыре. 
Функции получены из формулы для одномерного со-
гласования. Заметим, что для удобства кодирования, 
предпочтительно пользоваться базовой функцией одно-
го аргумента, подставляя при вызове в нее аргументы: 
x или y; 1 – x или 1 – y.    

В данном случае набор двумерных базовых функ-
ций образует разбиение единицы, если области дей-
ствий локальных функций четырехлистно покрывают 
I2. Аппроксимирующей функцией на этом участке, 
при условии, что четыре функции f1, f2, f3, f4 его полно-
стью покрывают, будет взвешенная сумма. Условия на 
границе компакта допускают, что клетка может быть 
покрыта не только четырьмя листами карт, но также 
двумя или даже одним, если находится на грани или в 
углу компакта. В последнем случае значение ее локаль-
ной функции не меняется, т. е. согласования не произ-
водится. При покрытии двумя листами карт, базовая 
функция согласования будет зависеть только от одной 
координаты — от x (t = x) или от y (t = y) на компакте I2.

На регулярной двумерной сетке с координатами x и 
y выполним разбиение единицы таким образом, чтобы 
центральная клетка содержала четыре функции согла-
сования. Далее построим набор локальных функций 
f1, f2, f3, f4, аппроксимирующих данные, покрывающие 
каждую клетку «с нахлестом» на размер клетки. Тогда 

для каждой точки центральной клетки получится набор 
из четырех значений от четырех локальных функций. 
После чего суммируем эти функции с весами, опреде-
ленными базовыми функциями согласования, все они 
имеют стандартный вид g(t). Таким образом, склеиваем 
четырехлистное покрытие в один глобальный покры-
вающий лист, соединяющий четыре функции вместе 
(рис. 3). 

Центральная клетка имеет четырехлистное покры-
тие (рис. 1) там, где происходит разбиение единицы. 
Каждая из четырех функций под листами покрытия 
может быть полиномом от двух переменных, например, 
параболоидом или седловой поверхностью, заданная 
полиномом третьей степени. Или же иной параметриче-
ской, в частности, рациональной функцией. За предела-
ми элементов покрытия эти функции равны нулю. В ме-
сте пересечения-нахлеста элементов покрытия функции 
согласовываются друг с другом, т. е. суммируются с «ве-
сами» заданными базовыми функциями согласования.

На рис. 4 представлен вид центральной клетки с 
четырьмя функциями согласования, подчиненными 
четырем листам покрытия Dα. Такое представление 
позволяет делать произвольное разбиение компакта, 
пристраивая клетку к клетке. Выпишем явно формулы 
для всех функций согласования на центральной клетке 
и добавим параметры сдвига nx и ny, позволяющие 
добавлять клетки, дублируя существующие по коор-
динатной сетке.

	 z1 = ɡ(x + nx)ɡ(y + ny),
	 z2 = ɡ(1 – x – nx)ɡ(y + ny),
	 z3 = ɡ(x + nx)ɡ(1 – y – ny),
	 z4 = ɡ(1 – x – nx)ɡ(1 – y – ny).

Рис. 2. Пример согласования трех локальных функций 
Fig. 2. An example of three local functions matching

Рис. 3. Двумерная базовая функция согласования 
гладко спадает от значения 1 с градиентом (0, 0) 

в начале координат до значения 0 с градиентом (0, 0) 
в точках компакта [1, 0], [0, 1] и [1, 1]. Также на ребрах, 

соединяющих [0, 1] с [1, 1] и [1, 0] с [1, 1] 
Fig. 3. Two-dimensional matching function smoothly decreases 

from the value 1 with zero gradient (0, 0) to the value 0 with 
zero gradient (0, 0) in points of the compact [1, 0], [0, 1] and 

[1, 1]
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Пример согласующей поверхности для функций: 
f(0, 0) = 0,1; f(1, 0) = 0,2; f(0, 1) = 0,3; f(0, 0) = 0,4 при-
веден на рис. 5.

Для практических задач с компактами большого 
размера весь компакт M разбивается на небольшие 
клетки, на которых строится покрытие локальными 
моделями. Клеточное разбиение выбирается таким 
образом, чтобы в пределах одной клетки аппроксими-
рующая зависимость могла быть описана полиномом 
первой (три коэффициента), второй (6 коэффициентов), 
максимум третьей (10 коэффициентов) степени от двух 
переменных, или иной аппроксимирующей функцией. 
Демонстрация согласования локальных функций на 
примере компакта из 9 клеток, покрытых четырьмя 
листами покрытия с заданными на них локальными 
функциями приведена на рис. 6. 

Покажем, что несложно разработать компьютерный 
алгоритм для функций согласования любой размерно-
сти, по аналогии с двумерным согласованием. 

Лемма о сумме базовых функций. Сумма базо-
вых функций на компакте I2 тождественно равна еди-
нице.

Доказательство. Расчетные функции для согла-
сования в центральной клетке с заменой обозначения 
переменных x, y на переменную с индексом

	 z1 = ɡ(x1)ɡ(x2),

	 z2 = ɡ(1 – x1)ɡ(x2),

	 z3 = ɡ(x1)ɡ(1 – x2),

	 z4 = ɡ(1 – x1)ɡ(1 – x2).

Рис. 4. Разбиение единицы в центральной клетке (a) и в центральной клетке с добавленной суммой четырех базовых 
функций (b)  

Fig. 4. Partition of unity in the central cell (a) and in the central cell with a sum of basic functions (b)

Рис. 5. Результаты согласования в центральной клетке (a) и по всему компакту (b). Угловые значения локальных функций на 
компакте равны 0,4, 0,3, 0,2 и 0,1 

Fig. 5. Result of functions matching in the central cell (a) and in entire compact (b). Corner values of local functions are 0.4, 0.3, 0.2, 
and 0.1 accordingly
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Сумма четырех базовый функций

	 z = ɡ(x1)ɡ(x2) + ɡ(1 – x1)ɡ(x2) + 

	 + ɡ(x1)ɡ(1 – x2) + ɡ(1 – x1)ɡ(1 – x2) = 

	 = (ɡ(x1) + ɡ(1 – x1))(ɡ(x2) + ɡ(1 – x2)) = 1·1 ≡ 1■. 

Теорема о согласовании функций. Алгоритм со-
гласования локальных функций применим для компакта 
любой размерности.

Доказательство. Воспользуемся методом матема-
тической индукции. 

База индукции: из расчетных функций для согласо-
вания в центральной клетке следует, что 

	 n = 1: z1 + z2 = G1 = (ɡ(1 – x1) + ɡ(x1)) = 1,

	 n = 2: z1 + z2 + z3 + z4 = G2 = G1(ɡ(x2) + ɡ(1 – x2)) = 1,

где Gk — функция от k переменных при k = 1, 2, …, n. 
Количество слагаемых zk при повышении размерности 
на единицу увеличивается в два раза, при этом число 
равных единице на единичном интервале [0, 1] сомно-
жителей увеличивается на единицу. 

Сделаем индукционное предположение, что на 
n-мерной клетке согласование выполняется. 

	 Gn = (ɡ(x1) + ɡ(1 – x1))(ɡ(x2) + ɡ(1 – x2)) …
	  … (ɡ(xn) + ɡ(1 – xn)) = 1.

Добавление еще одной переменной xn+1 приводит к 
формуле, доказывающей теорему

	 Gn+1 = ∑
2n+1

k=1
 zk = Gn(ɡ(xn+1) + ɡ(1 – xn+1)) = 1■.	  

Обсуждение

Особенность предлагаемого подхода к построению 
аналитических гладких одно- и двумерных, а в пер-
спективе и более многомерных зависимостей на базе 
локальных функций, состоит в том, что он работает на 
полигональной сетке любых размеров. Как на сетке, со-
ставленной в двумерном случае из четырехугольников 
(четырехугольник как трансформированный квадрат с 
локализованной координатной сеткой), так и на сетке 
из треугольников (треугольник как вырожденный четы-
рехугольник) произвольных размеров и форм. Причем 
все вычисления производятся локально, в отличие от 
стандартных кубических и бикубических сплайнов, не-
зависимо от того какие у каждой клетки соседи. Ничто 
не мешает расширить семейство локальных функций 
с полиномов младших степеней на произвольные ло-
кальные функции (рис. 6). Основная цель данной ра-
боты — разработка метода быстрого построения одно 
и двумерных гладких аналитических зависимостей, 
с перспективой обобщения на следующие размерно-
сти. Начиная с метода  наименьших квадратов и метода 
группового учета аргументов, к удобному алгорит-
му согласования локальных зависимостей и эффек-
тивной замене кубических и бикубических сплайнов. 
Принципиальное отличие разработанного алгоритма — 
применение клеточного разбиения единицы, позволяю-
щего строить многомерные зависимости максимально 
точно, быстро и на неограниченно больших компактах, 
если на них задано какое-то полигональное разбиение. 
Результаты исследования частично представлены в 
работах [17, 18].

Заключение

В работе представлен оригинальный подход к 
аналитическому представлению многомерных зави-
симостей в виде единой дважды дифференцируемой 

Рис. 6. Гладкое согласование двух (a) и четырех (b) рациональных функций с полиномами второй степени в знаменателе, 
представленных единичными «пиками», расположенных на четырех элементах покрытия 

Fig. 6. Smooth matching of two (a) and four (b) rational functions presented by second degrees polynomials in the denominator with 
a single «peak» on four covering sheets



Метод разбиения единицы и гладкая аппроксимация

Научно-технический вестник информационных технологий, механики и оптики, 2024, том 24, № 2 
320 Scientific and Technical Journal of Information Technologies, Mechanics and Optics, 2024, vol. 24, no 2

функции на базе локальных полиномов, а также других 
легко определяемых функций, в том числе с помощью 
метода наименьших квадратов К.Ф. Гаусса, позволя-
ющего получать результат быстро без использования 
алгоритмов пошаговой оптимизации. Локальные поли-
номы строятся на картах, принадлежащих атласу топо-
логического покрытия компакта, клеточное разбиение 
которого позволяет в тех местах, где индекс покрытия 
превышает единицу, производить гладкое согласование 
локальных функций между собой. Тем самым предот-
вращая разрывы в значениях и производных функции, 
определенной на всем компакте. Наибольшая примени-
мость метода на данный момент ожидается для аппрок-
симации больших одномерных временных рядов, что 
позволит эффективно обрабатывать данные по частям, 
при этом делая результат бесшовным. Это позволяет 
хранить и передавать по каналам обработанную ин-
формацию в виде набора коэффициентов локальных 

функций вместо отсчетов, что может дать значительный 
выигрыш в экономии как места хранения, так и в произ-
водительности канала связи. Применимость метода для 
размерностей компакта от двух и выше осложняется 
тем, что мы с трудом себе представляем какие-либо 
многомерные гиперповерхности и не склонны дове-
рять тому, на что не можем посмотреть, что не можем 
изобразить. Однако наличие надежного и, главное, 
апробированного метода бесшовной аппроксимации 
может дать толчок в развитии исследований в области 
многомерной аппроксимации. В данное время наиболее 
эффективно с многомерными данными работают ней-
ронные сети. При этом их эффективность направлена 
в основном на задачи кластеризации и классификации, 
в то время как задачи многомерной регрессии данных 
в нейронных сетях не очень широко представлены. Из 
этого следует, что направление исследований, обозна-
ченное в данной работе, имеет далекую перспективу. 
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Аннотация 
Введение. Рассмотрено цензурирование обучающих выборок с учетом специфики реализации алгоритмов 
метода ближайшего соседа. Процесс цензурирования связан с использованием множества граничных объектов 
классов по заданной метрике с целью: поиска и удаления шумовых объектов; анализа кластерной структуры 
обучающей выборки по отношению связанности. Исследуются специальные условия удаления шумовых 
объектов и формирования базы прецедентов для обучения алгоритмов. Распознавание объектов по такой 
базе должно обеспечивать более высокую точность с минимальными затратами вычислительных ресурсов 
относительно исходной выборки. Метод. Разработаны необходимые и достаточные условия для отбора шумовых 
объектов из множества граничных. Необходимое условие принадлежности граничного объекта к множеству 
шумовых задается в виде ограничения (порога) на отношение расстояний до ближайшего объекта из своего 
класса и его дополнения. Поиск минимального покрытия обучающей выборки эталонами производится на 
основе анализа кластерной структуры. Эталоны представлены объектами выборки. Структура отношений 
связанности объектов по системе гипершаров используется для их группировки. Состав групп формируется из 
центров (объектов выборки) для гипершаров, в пересечении которых содержатся граничные объекты. Значение 
меры компактности вычисляется как среднее число объектов обучающей выборки за вычетом шумовых, 
притягиваемое одним эталоном минимального покрытия. Выполняется анализ связи обобщающей способности 
алгоритмов при машинном обучении со значением меры компактности. Наличие связи обосновывается 
по критерию (регуляризатору) для отбора числа и состава множества шумовых объектов. Оптимальные 
коэффициенты регуляризации определяются как значения порогов для удаления шумовых объектов. Основные 
результаты. Показана связь между значением меры компактности обучающей выборки и обобщающей 
способностью алгоритмов распознавания. Связь выявлена по эталонам минимального покрытия выборки, 
из которых сформирована база прецедентов. Обнаружено, что точность распознавания по базе прецедентов 
выше, чем на исходной выборке. Минимальный состав базы прецедентов включает описания эталонов и 
параметры локальных метрик. При использовании процедур нормирования данных требуются дополнительные 
параметры. Анализ значений меры компактности востребован для обнаружения переобучения алгоритмов, 
связанного с размерностью признакового пространства. Распознавание по базе прецедентов минимизирует 
затраты вычислительных ресурсов с помощью алгоритмов метода ближайшего соседа. Обсуждение. Приводятся 
рекомендации по разработке моделей из области информационной безопасности, для обработки и интерпретации 
данных социологических исследований. Для использования в информационной безопасности формируется 
база прецедентов для идентификации DDOS-атак. Новые знания из области социологии предлагается получать 
через анализ значений показателей шумовых объектов и интерпретацию результатов разбиения респондентов 
на непересекающиеся группы по отношению к связанности объектов. Конфигурации групп по отношению 
связанности изначально не известны. Нет смысла вычислять их центры, которые могут размешаться за пределами 
конфигураций. Для объяснения содержимого групп предложено использовать эталоны минимального покрытия. 
Ключевые слова
меры компактности, база прецедентов, коэффициенты регуляризации, минимальное покрытие эталонами, 
шумовые объекты
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Abstract
The censoring of training datasets is considered taking into account the specific implementation of the nearest neighbor 
method algorithms. The censoring process is associated with the use of a set of boundary objects of classes according 
to a given metric for the purpose of: searching and removing noise objects and analyzing the cluster structure of the 
training sample in relation to connectivity. Special conditions for removing noise objects and forming a precedent base 
for training algorithms are explored. Recognition of objects using such a database should provide higher accuracy with 
minimal computational resources relative to the original dataset. Necessary and sufficient conditions for selecting noise 
objects from a set of boundary ones have been developed. The necessary condition for a boundary object to belong to the 
noise set is specified in the form of a restriction (threshold) on the ratio of the distances to the nearest object from its class 
and its complement. The search for the minimum coverage of the training dataset with standards is carried out based on 
the analysis of the cluster structure. The standards are represented by sample objects. The structure of the connectivity 
relations of objects according to the hypersphere system is used to group them. The composition of the groups is formed 
from centers (dataset objects) for hyperspheres the intersection of which contains boundary objects. The value of the 
compactness measure is calculated as the average number of objects in the training dataset, excluding noise, pulled in 
by one standard of minimum coverage. An analysis is carried out of the connection between the generalizing ability of 
algorithms in machine learning and the value of the compactness measure. The presence of a connection is justified by a 
criterion (regularizer) for selecting the number and composition of a set of noise objects. Optimal regularization coefficients 
are defined as threshold values for removing noise objects. The relationship between the value of the training dataset 
compactness measure and the generalizing ability of recognition algorithms is shown. The connection was identified 
using the standards of minimum sample coverage from which the precedent base was formed. It was found that the 
recognition accuracy using the precedent base is higher than that using the original dataset. The minimum composition 
of the precedent base includes descriptions of standards and parameters of local metrics. When using data normalization 
procedures, additional parameters are required. Analysis of the values of the compactness measure is in demand to detect 
overfitting of algorithms associated with the dimension of the feature space. Recognition based on precedents minimizes 
the cost of computing resources using nearest neighbor algorithms. Recommendations are given for the development of 
models in the field of information security for processing and interpreting sociological research data. For use in information 
security, a precedent base is being formed to identify DDOS attacks. It is proposed to obtain new knowledge from the 
field of sociology through the analysis of the values of indicators of noise objects and the interpretation of the results 
of dividing respondents into non-overlapping groups in relation to the connectedness of objects. The configurations of 
groups in relation to connectivity are not initially known. There is no point in calculating their centers which can be 
located outside the configurations. To explain the contents of groups, it is proposed to use standards of minimum coverage.
Keywords
compactness measures, precedent base, regularization coefficients, minimum coverage with standards, noise objects
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Введение

Цензурирование обучающих выборок рассматрива-
ется как важная часть процесса машинного обучения. 
Основными целями цензурирования являются повы-
шение обобщающей способности и снижение сложно-
сти алгоритмов. Реализация этих целей, как правило, 
связана с формированием обучающих выборок через 
поиск и удаление шумовых объектов и признаков [1–3]. 
Специфику цензурирования для метрических алгорит-
мов распознавания в работе [2] предложено рассма-

тривать через меру компактности объектов классов и 
выборки в целом. 

Процедура цензурирования в [4] предусматривала 
коррекцию диагностируемых объектов на примере вы-
борок данных из области медицины. Смысл коррекции 
заключался в удалении таких объектов или исправле-
нии ошибки в диагностируемом (целевом) признаке. 
Реализация процедуры основана на анализе изменений 
в оценке разделимости объектов классов, вычисляемой 
до и после внесения исправлений при использовании 
функции конкурентного сходства. Отказ от фильтрации 
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испорченных объектов мотивировался тем, что такие 
действия могут отрицательно отразиться на предста-
вительности обучающей выборки. 

В работе [5] отмечено наличие влияния шумовых 
объектов на структуру отношений объектов обучающих 
выборок в метрических алгоритмах. Утверждалось, что 
множество шумовых объектов является подмножеством 
граничных по заданной метрике. Интерес к граничным 
объектам связан с использованием их для вычисления 
отношений связанности объектов классов по систе-
ме гипершаров. Отношение связанности применяется 
для разбиения объектов классов на непересекающиеся 
группы и вычисления по ним минимального покрытия 
обучающей выборки эталонами. Эталоны представле-
ны объектами выборки. Предложены две меры компакт-
ности для оценки:
1)	 структуры отношений объектов в интервале (0; 1];
2)	 обобщающей способности алгоритмов распознава-

ния.
Множество допустимых значений меры 1 в интерва-

ле (0; 1] зависит от количества групп в каждом классе и 
их мощности. Мера 2 определяется как среднее число 
объектов выборки за вычетом шумовых, притягиваемое 
одним эталоном минимального покрытия. Эта мера 
предлагается для оценки обобщающей способности 
алгоритмов в качестве альтернативы известному методу 
кросс-валидации. Число и состав шумовых объектов 
после их удаления меняет конфигурацию граничных 
и, как следствие, мощность множества эталонов по-
крытия. Число эталонов покрытия служат показателем 
представительности обучающей выборки.

Процесс поиска минимального покрытия в работе 
[5] реализован жадным алгоритмом. По этой причи-
не шумовые объекты могут быть выбраны в качестве 
эталонов и повлиять на обобщающую способность 
алгоритмов распознавания в сторону ее уменьше-
ния. Поскольку задачи распознавания являются не-
корректными, встает вопрос о наличии оптимального 
решения — получения максимума значения меры ком-
пактности. Поиск оптимального решения осуществлен 
через соотношение между числом эталонов минималь-
ного покрытия и числом определяемого состава удаляе-
мых шумовых объектов. Для проверки принадлежности 
к множеству шумовых объектов предложено использо-
вать дополнительный критерий — регуляризатор.

Меры компактности в отличии от метода кросс-ва-
лидации не являются средством для вычисления точно-
сти распознавания. Введение регуляризатора позволяет 
упорядочивать значения меры в зависимости от разных 
факторов, определяющих структуру отношений между 
объектами обучающей выборки и использовать их для 
анализа. Уменьшение значения меры при добавлении 
признаков в набор может рассматриваться как индика-
тор «проклятия размерности». Анализ порядка следо-
вания значений востребован при выборе метрики для 
вычисления расстояния между объектами и способов 
нормирования данных, отборе информативных наборов 
признаков. 

Предмет исследования

В работе [6] описаны особенности использования 
эвристических метрик в методах типа «ближайших 
соседей». При реализации данных методов рассма-
триваются некоторые соотношения расстояний между 
различными парами объектов. Метрики, которые по-
рождают совпадающие соотношения расстояний на 
множестве описаний объектов, оказываются эквива-
лентными при вычислении значений мер компактности. 
Изучение причин несовпадения значений компактности 
требует иных методов анализа с целью использования 
их результатов для цензурирования.

Существует потребность в проверке гипотезы о на-
личии последовательности признаков, удаление части 
из которых, согласно порядку их следования, обеспе-
чивает монотонное неубывание значений меры ком-
пактности. Достоверность значений меры возрастает 
за счет использования регуляризаторов. Свойство моно-
тонности снижает комбинаторную сложность процесса 
отбора информативных признаков.

Обобщающая способность  алгоритма метода бли-
жайшего соседа зависит от структуры отношений по 
множеству граничных объектов классов [5]. Как пра-
вило, эта структура меняется при удалении шумовых 
объектов из выборки. По сути дела, на обучающей вы-
борке рассматриваются исходное и переопределенное 
множества граничных объектов, полученные до и после 
удаления шумовых объектов.

Удаление части граничных объектов (шумовых) рас-
сматривается как способ поиска отступа между клас-
сами с целью повышения обобщающей способности 
алгоритмов распознавания. Отступ является относи-
тельной величиной, которая влияет на вычисление зна-
чений параметров локальных метрик и состав эталонов 
минимального покрытия выборки. 

Для включения граничного объекта в состав шу-
мовых используется отношение расстояний до двух 
ближайших объектов из своего класса и его дополне-
ния. Утверждается, что для получения оптимального 
с точки зрения точности распознавания решения не-
обходимо вводить ограничения (пороги) на значения 
оценок отношений. Выбор порогов (отступов) связан с 
решением задачи поиска максимального значения меры 
компактности на обучающей выборке по критерию 
регуляризации. 

Численное решение задачи регуляризации струк-
туры отношений объектов по мере компактности и 
формирование баз прецедентов через минимальное 
покрытие выборки эталонами в настоящей работе пред-
ложено впервые. Вероятным объяснением отсутствия 
аналогичных научных работ является то, что сложность 
решения задачи о минимальном покрытии оценива-
ется как NP-полная. Практически получить решение 
поставленной задачи невозможно, так как требуется 
выполнить полный перебор всех вариантов. Для ис-
ключения полного перебора вариантов осуществлена 
предобработка данных через группировку объектов по 
отношению их связанности по системе пересекающих-
ся гипершаров. Поиск эталонов после предобработки 
производится по каждой группе в отдельности.

Цензурирование обучающих выборок с использованием регуляризации отношений связанности...
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 Постановка задачи.  
Минимальное покрытие выборки эталонами

Рассмотрим задачу распознавания в стандартной 
постановке. Будем считать, что задано множество из m 
объектов E = {S1, …, Sm}, разделенное на l непересе-
кающихся классов K1, …, Kl. Описание объектов про-
изводится с помощью n разнотипных признаков X(n) = 
= (x1, …, xn), ξ из которых измеряются в интервальных 
шкалах, n – ξ — в номинальной. На множестве объектов 
E0 задана метрика ρ(x, y).

Введем   обозначения   множеств:   B(E, ρ) =  
= �S ∈ E|ρ(Si, S) = min

Si∈Kj, Sd∈CKj

ρ(Si, Sd)� — граничных 

объектов классов; T ⊂ B(E0, ρ) — шумовых объектов, 
определяемых на E0 по метрике ρ(x, y); E = E0\T.

Объекты Si, Sj ∈ Kt, t = 1, …, l считаются связанны-
ми между собой Si ↔ Sj, если {S ∈ B(E, ρ)|ρ(S, Si) < ri 
и ρ(S, Sj) < rj} ≠ , где ri(rj) — расстояние до ближай-
шего от Si(Sj) объекта из дополнения CKt(CKt = E\Kt) 
к Kt по метрике ρ(x, y). Множество Gtv = {Sv1, …, Svc}, 
c ≥ 2, Gtv ⊂ Kt, v < |Kt| представляет область (группу) со 
связанными объектами в классе Kt, если для любых Svi, 
Svj ∈ Gtv, существует путь Svi, ↔ Svk ↔ … ↔ Svj. Объект 
Si ∈ Kt, t = 1, …, l,  принадлежит группе из одного эле-
мента и считается несвязанным, если не существует 
пути Si ↔ Sj ни для одного объекта Sj ≠ Si и Sj ∈ Kt. 

Считается, что на множестве E определен жадный 
алгоритм формирования множества эталонов мини-
мального покрытия Eob и вычисления меры компакт-
ности

	 μ(E, ρ) = |E|/|Eob|. 	 (1)

Близость к эталону S ∈ Eob ∩ Kt вычислим по ло-
кальной метрике ρs(x, y) = αsρ(x, y), где αs — параметр, 
определяемый по граничным объектам из E ∩ CKt. 

Требуется определить мощность множества шумо-
вых объектов T и его состав, при котором

	 μ(E, ρ) = max
T⊂E0

μ(E0\T, ρ). 	 (2)

Процесс формирования минимального покрытия 
обучающей выборки эталонами [5] реализуется путем 
последовательного выполнения следующих этапов:
—	 выделение множества граничных объектов классов 

B(E0, ρ) по заданной метрике ρ(x, y);
—	 поиск и удаление шумовых объектов T ⊂ B(E0, ρ) из 

множества граничных;
—	 разбиение объектов классов на непересекающиеся 

группы по отношению связанности по множеству 
граничных на E = E0\T;

—	 формирование минимального покрытия из эталонов 
по каждой группе.
Вычисление минимального покрытия эталонами 

E0 и значения меры компактности (1) служат основой 
для формирования многообразия баз прецедентов для 
реализации алгоритмов метода «ближайший сосед». 
Условия изменения отношений между объектами вы-
борки, часть из которых перечислена в [5], объясняют 
причину появления такого многообразия.

Оптимизационная постановка задачи отбора этало-
нов, основанная на минимизации функционала полного 
скользящего контроля, рассмотрена в работе [7]. При 
разделении выборки на обучающую и контрольную 
предполагалось вхождение в них объектов из множе-
ства эталонов. Открытыми оставались проблемы чис-
ленного решения оптимизационной задачи примени-
тельно к большим данным.

Для снижения вычислительной сложности задачи 
отбора эталонов в настоящей работе использована пре-
добработка данных. Процесс предобработки заключает-
ся в разбиении объектов выборки на непересекающиеся 
группы по каждому классу. Считается, что с ростом 
объема выборки и удаления из нее выбросов снижается 
вариабельность конфигурации выборки по множеству 
граничных объектов классов. На снижение вариабель-
ности должны указывать уменьшение разброса значе-
ний: числа непересекающихся групп объектов классов, 
определяемых по отношению связанности по системе 
гипершаров; числа эталонов минимального покрытия, 
вычисляемого по группам объектов классов; величины 
зазора (отступа) между объектами классов. 

Проверка состоятельности данных значений необ-
ходима для оценки обобщающей способности алгорит-
мов. Использование асимптотических способов оценки 
для этих целей, как правило, представляет лишь теоре-
тический интерес. Рекомендуемая асимптотическими 
способами завышенная длина обучающих выборок для 
практической реализации неприменима. 

Выбор латентных признаков в пространстве боль-
шой размерности можно рассматривать как способ 
решить проблему проклятия размерности для ме-
трических алгоритмов. Каждый латентный признак, 
синтезированный по методу обобщенных оценок [8], 
представляется как ансамбль из элементарных класси-
фикаторов по технологии стекинга. Доказано, что метод 
кросс-валидации для проверки точности распознавания 
ансамблем на контрольных выборках неприменим. По 
этой причине значения меры компактности (2) можно 
задействовать для формирования баз прецедентов на 
разных наборах латентных признаков. 

Поиск шумовых объектов из множества 
граничных

Определение типичности объекта из E0 (близ ок к 
своему классу, является граничным, близок к допол-
нению класса) по значению функции конкурентного 
сходства в алгоритме FRIS–STOLP [4] применяется при 
формировании множества из шумовых и эталонных 
объектов. Выполним оценку типичности граничного 
объекта по отношению двух ближайших от него рас-
стояний до объектов из своего класса и его дополне-
ния. Решение о включении (не включении) граничного 
объекта в множество шумовых принимается на осно-
ве анализа этого отношения. Для анализа требуется 
определить пороговое значение λ и условия, на основе 
которых принимается решение.

На множестве граничных объектов B = B(E0, ρ) 
сформируем множество пар BG ={(Si, Sj)}, Si ∈ Kt ∩ B, 
t ≥ 2, Sj ∈ СKt ∩ B, ρ(Si, Sj) = min

Sv∈B∩CKt

ρ(Si, Sv). Для 
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(Si, Sj) ∈ BG введем обозначения r(Si) = ρ(Si, Sj), 
d(Si) = ρ(Si,  Sv), где Sv = arg min

Sa∈E0∩Kt\{Si}
ρ(Si,  Sa). 

Аналогично для Sj ∈ СKt ∩ B определим r(Sj) = ρ(Sk, Sj) =  
=   min

Sv∈B∩Kt

ρ(S v ,  S j) ,  d (S j)  =  ρ(S j ,  S μ) ,  где  S μ  =  

= arg min
Sa∈E0∩CKt\{Sj}

ρ(Sk, Sa). Отношение  < λ, 0 < λ < 1  

рассматривается как необходимое условие отнесение 
объекта Si ∈ Kt ∩ B к множеству шумовых. Достаточ
ным условием является 

	  < λ и  ≥ λ .	  (3)

Иллюстрация определения принадлежности гранич-
ного объекта Si ∈ K1 к множеству шумовых на выборке 
E0 = K1 ⋃ K2 по отношениям расстояний r(Si), d(Sj), 
d(Si) показана на рисунке.

Значение λ, определяемое по (3) в качестве параме-
тра (коэффициента) регуляризатора, применяется для 
поиска экстремального значения меры компактности (2) 
при фиксированных факторах. Решение об эффектив-
ности выбора факторов (мера расстояния между объек-
тами, способ нормирования, состав набора признаков и 
т. д.), изменяющих структуру отношений объектов, как 
правило, принимается по результатам вычислительного 
эксперимента.

При разработке программного обеспечения для рас-
познавания произвольного допустимого объекта в при-
ложении к базе прецедентов как минимум необходимо 
хранить сведения об используемой метрике и значения 
весов локальных метрик эталонов.

О регуляризации отношений связанности 
объектов классов при моделировании 

Результаты, полученные при регуляризации от-
ношений связанности объектов классов, востребова-
ны при построении моделей, основанных на знани-
ях в слабоструктурированных предметных областях. 
Рекомендуются следующие варианты применения:
1)	 распознавание объектов с минимальными затратами 

вычислительных ресурсов;
2)	 анализ кластерной структуры объектов и свойств 

эталонов минимального покрытия;
3)	 исследование причин появления шумовых объектов. 

Реализация варианта 1 связана с формированием 
базы прецедентов из эталонов минимального покрытия. 
Оптимальное значение меры компактности (2) позволя-
ют отслеживать переобучение алгоритмов, связанное с 
проблемой проклятия размерности при машинном обу-
чении. Индикатором переобучения служит уменьшение 
значения меры компактности и снижение обобщающей 
способности алгоритмов при росте числа признаков. 
Размерность пространства, выше которого фиксируется 
наличие переобучения, определяется при проведении 
вычислительного эксперимента. 

Эффективность распознавания по базе прецедентов 
достигается за счет снижения затрат вычислительных 
ресурсов и возможности распараллеливания алгорит-

ма при вычислении меры расстояния от произволь-
ного допустимого объекта до прецедентов из базы. 
Минимизация ресурсов актуальна при разделении про-
токолов с нормальным трафиком и с DDOS-атаками 
(отказами в обслуживании) для борьбы с несанкциони-
рованным доступом в компьютерных сетях. 

Анализ кластерной структуры отношений объектов 
(вариант 2) востребован при поиске скрытых зако-
номерностей в данных путем проверки истинности 
гипотез, выдвигаемых экспертом. Считается, что экс-
перт задает классификацию объектов и использует ее 
для частичного обучения при группировке. Например, 
в социологии такая классификация применима при 
идентификации респондентов с низким, средним и 
высоким уровнями доходов. Частичное обучение необ-
ходимо в качестве условия, что состав каждой группы 
 представлен респондентами одного класса. С учетом 
этого условия алгоритм метода гарантирует единствен-
ность числа групп и их состава, которое используется 
при поиске минимального покрытия выборки этало-
нами. 

По отношению связанности объектов классов 
конфигурация (форма) групп может быть различной. 
Каждую группу идентифицирует как минимум один 
эталон. Нет необходимости (в случае разнотипности 
признаков и возможности) в вычислении центров 
групп, во введении ограничений на шкалы измерений 
признаков. В качестве альтернативы центрам групп 
при анализе предлагается использовать эталоны по-
крытия. 

 Эталонные объекты являются предметом отдель-
ного исследования как типичные представители групп. 
Шумовые (нетипичные) объекты (вариант 3) рассма-
триваются как выбросы или отклонения от эмпириче-
ских закономерностей. Например, по социологическим 
данным уровень потребления респондента существенно 
различается от уровня заявленных им доходов.

Рисунок. Отнесение граничного объекта Si ∈ K1 
к множеству шумовых по отношениям расстояний r(Si), 

d(Sj), d(Si)
Figure. Assignment of the boundary object Si ∈ K1 to the noise 

set according to the distance relationship r(Si), d(Sj), d(Si)
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Вычислительный эксперимент 

Для демонстрации влияния коэффициентов регуля-
ризации на значение меры компактности (1), связи ко-
эффициентов с обобщающей способностью алгоритмов 
метода ближайшего соседа были использованы данные 
German1 и Spambase2. Связь коэффициентов регуля-
ризации с результатами отбора шумовых и эталонных 
объектов на данных German по метрике Журавлёва 
показана в табл. 1. Описание каждого из 1000 объектов 
выборки при соотношении классов |K1|:|K2| = 700:300 
производилось 7-ю количественными и 13-ю номиналь-
ными признаками. Значения количественных признаков 
в данных дробно-линейным преобразованием отобра-
жались в диапазоне [0; 1].  

В качестве оптимального решения для данных 
German (табл. 1) рекомендуется удаление 42 шумовых 
объектов и отбор 260 эталонов при коэффициенте ре-
гуляризации 0,8.

При эксперименте на выборке данных Spambase 
количество объектов с исходных 4601 было уменьше-
но до 4204, из них 2528 представителей 1-го класса и 
1676 — 2-го. Удалены пересекающиеся объекты из двух 
классов и из сходных по описанию объектов в каждом 
классе оставлено по одному представителю. Одна из 
целей эксперимента — демонстрация возможностей 
анализа многообразий отношений объектов как при 

1 [Электронный ресурс]. Режим доступа: https://archive.ics.
uci.edu/dataset/144/statlog+german+credit+data, свободный. Яз. 
англ. (дата обращения: 19.01.2024). 

2 [Электронный ресурс]. Режим доступа: https://archive.
ics.uci.edu/dataset/94/spambase, свободный. Яз. англ. (дата 
обращения: 19.01.2024).

нормировании данных в [0; 1] так и при использова-

нии комбинаций вида ρ(x, y) =  по базовым 

метрикам Евклида и Чебышева. Оптимальные значения 
коэффициентов регуляризации на разных метриках по 
нормированным в диапазоне [0; 1] данным Spambase 
представлены в табл. 2.

Сильная корреляционная зависимость по (2) с базо-
выми метриками Евклида и Чебышева (табл. 2) получе-
на по комбинации Евклида/(1 + Чебышева).   

Для проверки эффективности отбора эталонных 
объектов в качестве прецедентов для обучения было 
произведено разбиение 4204 объектов Spambase на 
две равные по мощности выборки. При этом исполь-
зован порядок следования четных и нечетных номеров 
индексов объектов в каждом классе. Каждая выборка 
(Chet и Nechet) применялась для обучения и контроля. 
Результаты отбора прецедентов по двум выборкам пред-
ставлены в табл. 3. Прецедентами считаются эталоны 
минимального покрытия, при формировании которого 
использовались локальные метрики для вычисления 
расстояния по описаниям данных в [0; 1].

Минимальные покрытия равных по мощности вы-
борок (табл. 3), полученные при разных значениях ко-
эффициента регуляризации, отличаются разнообразием 
как по числу эталонов, так и их распределению по 
классам. Объясняется это способностью алгоритма 
обучения адаптироваться к конфигурации граничных 
объектов после удаления шумовых за счет выбора па-
раметров локальных метрик эталонов. 

Для проверки обобщающей способности алгорит-
мов распознавания в качестве прецедентов использо-
ваны эталоны минимального покрытия выборок Chet 

Таблица 1. Отбор шумовых и эталонных объектов на данных German в зависимости от значений коэффициентов  
регуляризации по метрике Журавлёва

Table 1. Selection of noise and reference objects on German data depending on the values of regularization coefficients using 
the Zhuravlev metric

Коэффициент регуляризации
Число объектов

Компактность по (2)
шумовых эталонов

0,5 42 267 (126, 141) 3,4373
0,6 60 259 (120, 139) 3,4116
0,7 54 259 (112, 147) 3,4553
0,8 42 260 (114, 146) 3,5299
0,9 27 277 (127, 150) 3,4178

Примечание. В скобках (табл. 1–3) указано число эталонов из 1-го и 2-го классов.

Таблица 2. Оптимальные значения коэффициентов регуляризации на данных Spambase
Table 2. Optimal values of regularization coefficients based on Spambase data

Метрика Коэффициент  
регуляризации

Число объектов
Компактность по (2)

шумовых эталонов

Евклида 0,7 70 395 (196, 199) 10,2915
Чебышева 0,7 115 370 (233, 137) 10,7490
Чебышева/(1 + Евклида) 0,6 82 498 (239, 259) 8,1157
Евклида/(1 + Чебышева) 0,8 83 400 (201, 199) 10,0991

Н.А. Игнатьев, Д.Х. Турсунмуротов
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и Nechet, число которых приведено в табл. 3. Точность 
распознавания при выборе ближайшего соседа на 
основе меры расстояния Евклида показана в табл. 4. 
В скобках указаны результаты по обучающим выборкам 
без удаления шумовых объектов и отбора эталонов. 
Нормирование данных на контроле проводилось по 
параметрам обучающей выборки.

В первой строке табл. 4 база прецедентов из 246 эта-
лонов (табл. 3) для выборки Chet используется для 
тестирования 2102 объектов из Nechet. Аналогично 
во второй строке база прецедентов из 223 эталонов 
(табл. 3) для выборки Nechet применена для тестирова-
ния 2102 объектов из Chet. Точности 88,63 и 87,01, ука-
занные в скобках, ниже результатов распознавания по 
базам прецедентов с применением локальных метрик. 
В разы снижена сложность вычислений алгоритмом по 
эталонам минимального покрытия.

Уменьшить ошибки распознавания через изменение 
структуры отношений объектов также можно по мере 
расстояния, вычисляемой по комбинациям метрик. 
В табл. 5 точность распознавания в пространстве из 
57 исходных признаков демонстрируется по метрикам 
Евклида, Чебышева и их комбинации.

Результаты применения комбинации из метрик в 
табл. 5 показывают перспективность поиска различных 

путей для повышения эффективности систем распозна-
вания. Эффективность может выражаться в отсутствии 
необходимости хранения специальных параметров и 
алгоритмов для предобработки данных при формиро-
вании и использовании баз прецедентов, например, для 
различных способов нормирования.

Заключение

Разработана новая методика формирования баз пре-
цедентов для алгоритмов распознавания по методу 
ближайшего соседа. С целью повышения обобщающей 
способности алгоритмов предложен дополнительный 
критерий-регуляризатор для отбора шумовых объектов 
по заданному отступу между классами. Отступ опре-
деляет ограничение на отношение расстояний между 
граничными объектами и их ближайшими соседями. 
Регуляризатор использовался при вычислении макси-
мума меры компактности по минимальному покрытию 
обучающей выборки эталонами после удаления шумо-
вых объектов. Эффективность применения эталонов в 
качестве базы прецедентов выразилась в повышении 
точности распознавания при снижении затрат вычис-
лительных ресурсов. 

Таблица 3. Результаты отбора прецедентов по выборкам Chet и Nechet
Table 3. Results of selection of precedents from the Chet and Nechet samples

Метрики Евклида Чебышева Чебышева/ 
(1 + Евклида)

Евклида/ 
(1 + Чебышева)

Выборки Chet Nechet Chet Nechet Chet Nechet Chet Nechet

Коэффициент регуляризации 0,7 0,5 0,9 0,8 0,6 0,5 0,8 0,9
Число объектов шумовых 41 15 55 65 41 17 45 43

эталонов 223  
(113, 110)

246  
(122, 124)

176  
(159, 17)

210  
(137, 73)

299  
(154, 145)

320  
(148, 172)

225  
(119, 106)

239  
(125, 114)

Компактность по (2) 9,0619 8,4232 11,3264 9,4000 6,7585 6,4629 8,9465 8,4388

Таблица 5. Точность распознавания по метрикам Евклида, Чебышева и их комбинации
Table 5. Recognition accuracy using Euclidean, Chebyshev metrics and their combinations

Метрика
Обучение Контроль Обучение Контроль

Chet Nechet Nechet Chet

Евклида Не определялось 78,35 Не определялось 77,55
Чебышева Не определялось 71,27 Не определялось 74,02
Евклида/(1 + Чебышева) Не определялось 83,30 Не определялось 84,11

Таблица 4. Точность распознавания по метрике Евклида
Table 4. Recognition accuracy using the Euclidean metric

Прецеденты по выборке
Контрольная выборка

Chet Nechet

Chet — 88,20 (87,01)
Nechet 88,73 (88,63) —

Цензурирование обучающих выборок с использованием регуляризации отношений связанности...
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Аннотация
Исследована проблема срывов сроков релиза в условиях систематического изменения требований рынка к 
программному продукту. Проведен анализ причин срывов на всех этапах разработки программного продукта и 
предложен подход, направленный на поиск компромисса между качеством и сроком внедрения разрабатываемого 
продукта для сокращения времени выхода релиза. Представлены результаты практического применения 
данного подхода на примере стартапа по разработке сервиса тест-драйва техники, которые подтвердили его 
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Ежедневно на рынке России появляются сотни но-
вых стартапов1, среди которых особое место занимают 
проекты по разработке инновационных программных 
продуктов  (ПП).

В условиях высокой конкуренции крайне важно 
не просто создать новый продукт, соответствующий 
актуальным требованиям рынка, но и сделать это в 
минимальные сроки. Часто характерной особенностью 
таких стартапов является ограниченность ресурсов. 
В таких условиях сократить время разработки от идеи 
до готового продукта можно за счет применения гиб-
ких, масштабируемых и легко адаптируемых к измене-
ниям подходов. 

В настоящей работе рассмотрен подход к разработке 
нового ПП на основе методологии Agile [1, 2], главным 
преимуществом которой является организация про-
цессов разработки таким образом, чтобы максимально 
упростить внесение изменений в код ПП без значитель-
ных трудозатрат и временных потерь [3]. Это позволит 
не только быстро выводить на рынок новые ПП, но и 
противостоять конкурентам, оперативно реагируя на за-
просы его потенциальных потребителей и на различные 
изменения требований рынка. 

На рисунке показаны основные этапы разработ-
ки ПП, которые повторяются в цикле, начиная с фор-
мирования требований и заканчивая внедрением. 
Рассмотрим причины, которые могут замедлить выпуск 
продукта на рынок на каждом этапе и повлечь за собой 
необходимость изменять или полностью переписывать 
код ПП, и принципы для их устранения.

На этапе формирования требований к ПП (этап 1) 
необходимо опираться на потребности рынка. Ошибки 
и недочеты на этом этапе могут существенно снизить 
ценность разрабатываемого ПП [4]. Требования к ПП 
должны быть формализованы и написаны развернуто, 
подробно и четко, чтобы быть понятными для всех 
участников разработки. 

При планировании работ по разработке ПП (этап 2) 
следует опираться, прежде всего, на метрику time-to-
market [5]. В стартапе данный этап может оказаться 
проблемным, так как могут возникнуть принципиально 
новые задачи, которые до этого никто не решал. Один 
из эффективных приемов планирования быстрого вы-
пуска ПП — ранжирование задач и требований к их 
решению с возможным исключением задач и/или тре-
бований с низким приоритетом [6]. 

На этапе проектирования ПП (этап 3) предпочтение 
отдается тем решениям, которые обеспечивают опти-
мальное сочетание скорости разработки, гибкости и 
масштабируемости информационной системы (ИС). 
На этом этапе необходимо создавать такой проект, ко-
торый позволит не разрабатывать ИС или ее отдельные 
модули заново. 

В условиях сжатых сроков разработки на этапе ко-
дирования (этап 4) часто возникают ошибки в коде. 
Пишется или создается код с низкой производитель-

1 Клейменова Л. От идеи до единорога — стартапы 
России и мира в 22 цифрах [Электронный ресурс]. Режим 
доступа: https://trends.rbc.ru/trends/innovation/5f04aeac9a7947
9c0727f494 (дата обращения: 07.02.2024).

ностью, который невозможно дополнить в будущем. 
Исходя из этого, основное внимание в процессе написа-
ния кода ПП в стартапе уделяется построению чистого, 
модульного кода с использованием современных ин-
струментов и фреймворков, способствующих скорости 
и простоте внесения изменений. Во время этого этапа 
важно придерживаться принятой архитектуры разра-
батываемого программного обеспечения, сверяться с 
установленными требованиями, тщательно выбирать 
инструменты кодирования, соблюдать общепринятые 
стандарты, использовать контроль версий, докумен-
тировать код и обеспечивать его модульными тестами. 

Этап тестирования (этап 5) связан с поиском оши-
бок, которые не были обнаружены ранее на этапе 4. 
Важность этого этапа определяется тем, что остав-
шиеся после него ошибки в коде придется исправлять 
после внедрения системы, что может сдвинуть сроки 
релиза и существенно снизить качество продукта. По 
этой причине, основной акцент уделяется разработке 
качественных сценариев тестирования ПП. 

Завершающий этап разработки ПП — внедрение 
(этап 6), в результате которого ИС становится доступ-
ной пользователям. На данном этапе выполняется под-
готовка тестового окружения. После развертывания и 
проверки работоспособности ИС на тестовом окру-
жении происходит ее внедрение на том окружении, 
которое используют конечные пользователи системы. 
Крайне важно предусмотреть, чтобы развертывание 
системы происходило быстро, а сама система была 
защищена от различных атак и обладала отказоустойчи-
востью. В случае несоблюдения этих требований может 
произойти утечка данных, а система может стать для 
пользователей недоступной. От этого этапа зависит то, 
насколько безошибочно и быстро начнет свою работу 
ИС с реальными пользователями.

На каждом из описанных этапов разработки ПП су-
ществуют угрозы, которые могут стать препятствиями 
для своевременного релиза или оказать влияние на его 
дальнейшее развитие (табл. 1). 

Разработка ПП в стартапе — это всегда некий ком-
промисс между полнотой функциональности и сроком 
выпуска (обновления) продукта. Часто приходится 
стремиться не к совершенству, а к запуску новой вер-
сии продукта в срок, чтобы затем получать отзывы его 
пользователей и на их основе улучшать такой продукт 
[2]. В связи с этим при разработке ПП в стартапе важно 
уметь расставлять приоритеты и фокусироваться на 

Рисунок. Основные этапы разработки программных 
продуктов

Figure. The main stages of software product development
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главном. Сгруппируем угрозы, выделенные в табл. 2, 
и опишем способы их предотвращения. 

Группа угроз 1 связана с добавлением, изменени-
ем или отказом от функционала, которые выявлены в 
актуальных исследованиях рынка. Неопределенность 
требований, необходимость релиза в запланированное 
время, ограниченность ресурсов — все это делает эти 
угрозы широко распространенными в стартапе. 

При составлении требований важно понимать, какой 
именно продукт нужно развивать, как выполнить все 
требования, и как своевременно и корректно донести 
информацию о требованиях до участников разработки 
ПП. Для этого следует использовать фиксацию всех 
требований в вики или трекере задач с расстановкой 
приоритетов (необходимо помнить, что в случае на-
рушения сроков задачи с низким приоритетом в план 
разработки могут не попасть), а также заранее соз-
давать и согласовывать макет ПП. Данные действия 
могут уменьшить количество разногласий между раз-
работчиками. 

При планировании нужно не просто расставлять 
приоритеты задач, но и делать оценку их трудоемкости, 
которая часто бывает далекой от реальной (особенно 
тогда, когда разработчики ни разу не решали подобные 
задачи). Рекомендуется не только использовать различ-
ные методы оценки, но и внедрять в работу стори-по-
инты, и использовать экспертные оценки. 

При проектировании системы следует заклады-
вать фундамент для ее масштабирования и гибкости 
к изменениям [7], стремиться к соответствию принци-

пам SOLID (Single responsibility, Open-closed, Liskov 
substitution, Interface segregation и Dependency inversion) 
[8]. В результате важно разбить систему на незави-
симые компоненты, каждый из которых имеет един-
ственную зону ответственности. Тогда при неудачной 
реализации этапа 4 можно будет обновить систему по-
этапно без приостановки ее работы. При возможности 
следует использовать уже готовые компоненты, напри-
мер, развернутые хранилища данных. Система должна 
разворачиваться быстро с соблюдением требования 
непрерывной интеграции и развертывания на серверах, 
что обеспечивается за счет автоматизации этих работ. 
Для обеспечения безопасности системы здесь следует 
спрятать секреты, настроить зеркалирование, преду-
смотреть защиту от DDOS-атак и т. п.

Группа угроз 2 связана с наличием ошибок в коде 
и с недостаточностью производительности разраба-
тываемой ИС. Разработка новых продуктов в сжатые 
сроки в стартапе часто влечет за собой большое коли-
чество ошибок и недоработок в коде и, соответственно, 
его низкую производительность. Как правило, в таких 
случаях программистам нужно исправлять ошибки и 
применять новые подходы для повышения произво-
дительности, однако, в случае разработки продуктов в 
сжатые сроки, это не всегда возможно.

Рассмотрим способы устранения таких угроз. 
При кодировании следует писать код так, чтобы его 

было максимально легко понять, исправить и исполь-
зовать повторно. При этом особое внимание следует 
уделять выбору инструментов разработки. Язык про-

Таблица 1. Причины угроз срыва сроков релиза 
Table 1. The reasons for the threats of disruption of product release dates

Номер 
угрозы Причины угроз

Этапы разработки программных продуктов

1 2 3 4 5 6

1 Добавление нового функционала + – + + – +
2 Изменение существующего функционала + + + + – +
3 Отказ от существующего функционала + + + + – –
4 Наличие ошибок в коде – – – + + –
5 Недостаточная производительность ИС – – – + + –

Примечание. «+» — присутствие угрозы на этапе; «–» — отсутствие угрозы.

Таблица 2. Способы предотвращения угроз срыва сроков релиза 
Table 2. Ways to prevent threats of disruption of the release dates of software product

Номер
способа Способ

Угрозы 

1 2 3 4 5
1 Фиксация задач в вики или трекере с расстановкой их приоритетов + + + – –
2 Использование различных методов оценки задач + + + – –
3 Разбиение системы на компоненты с единой зоной ответственности + + + – –
4 Использование готовых компонентов + + + – –
5 Автоматизация поставки и развертывания системы + + + – –
6 Использование контроля версий – – – + +
7 Покрытие кода тестами, исправление только критических дефектов – – – + +

Примечание. «+» — возможность способа предотвращения угроз; «–» — отсутствие угроз.
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граммирования, библиотеки — все это должно быть 
знакомо разработчикам и предоставлять возможность 
писать простой код [9]. Кроме того, при кодировании 
необходимо вести контроль версий и тестировать напи-
санный код, что позволит сделать его разработку более 
удобной, качественной и быстрой. 

При тестировании важен процесс передачи дефек-
тов разработчикам. Имеет большое значение опреде-
ление дефектов ПП в таск-менеджере и, аналогично 
требованиям, проставить уровень их критичности (важ-
ности). Для сокращения времени выпуска ПП следует 
в первую очередь закрывать критичные дефекты, а 
остальные вносить в бэклог.

Опишем результаты практического применения 
предложенного подхода в стартапе Lampu. В стартапе 
разработана ИС, которая является, с одной стороны, 
агрегатором, а с другой — магазином товаров, и состо-
ит из следующих модулей: фронтенд, бэкенд, реляци-
онная база данных, нереляционная база данных, сервер 
переадресации. С октября 2023 года в разработке ИС 
приняло участие четыре программиста, два из которых 
являлись старшими инженерами, а два — стажерами из 
числа студентов Университета ИТМО. 

В рамках эксперимента по преодолению угроз сры-
ва сроков релиза (табл. 1) были использованы 6 корот-
ких итераций [10] для разработок: 1) главной страницы 
веб-приложения1; 2) страницы каталога2; 3) страницы 

1 [Электронный ресурс]. Режим доступа: https://lampu.
store (Сервис тест-драйва техники) (дата обращения: 
07.02.2024).

2 [Электронный ресурс]. Режим доступа: https://lampu.
store/catalog (дата обращения: 07.02.2024).

товаров3; 4) корзины4; 5) страницы для аутентифи-
кации, авторизации, регистрации5; 6) страницы для 
оформления заказа6. Итерация 1 проведена с использо-
ванием способов 1 и 6, а на итерациях 2–6 проведены 
эксперименты, в которых измерено время разработки на 
каждой итерации с и без применения решений. Далее 
обновление ПП выполнено с применением перечислен-
ных способов (табл. 2). В табл. 3 представлены резуль-
таты реализации предложенных решений: общая тру-
доемкость разработки кода продукта без использования 
таких решений составила 650 ч, ее удалось сократить 
примерно на 100 ч, что составляет 15 %.

Изложенный в работе подход к разработке ПП, а 
также его практическая реализация в стартапе Lampu 
может быть полезным для создателей новых ИС и по-
могут им минимизировать сроки релизов в ответ на 
актуальные вызовы рынка. Среди предложенных ре-
шений данного подхода следует отметить следующие 
реализованные решения: использование различных ме-
тодов оценки задач; разбиение системы на компоненты 
с единственной зоной ответственности; использование 
сторонних готовых компонентов; автоматизацию по-
ставки и развертывания системы; исправление только 
критичных дефектов кода.

3 [Электронный ресурс]. Режим доступа: https://lampu.
store/product-list/smartphones (дата обращения: 07.02.2024).

4 [Электронный ресурс]. Режим доступа: https://lampu.
store/cart (дата обращения: 07.02.2024).

5 [Электронный ресурс]. Режим доступа: https://lampu.
store/authentication (дата обращения: 07.02.2024).

6 [Электронный ресурс]. Режим доступа: https://lampu.
store/gocheckout (дата обращения: 07.02.2024).

Таблица 3. Принятые решения и результаты их реализации в стартапе Lampu
Table 3. The decisions made and the results of their implementation in the Lampu startup

Номер 
способа Реализованное решение Номер  

итерации

Трудоемкость  
без использования  

предложенных решений, ч

Сокращение трудоемкости 
за счет предложенного  

решения, ч

2 Декомпозиция задач с использованием раз-
личных методов их оценки

2–6 130 20

3 Выделение независимых модулей с единой 
зоной ответственности

3–6 150 40

4 Использование готовых компонентов 4–6 140 30
7 Исправление только критических дефектов 

кода 
5–6 117 7

5 Использование СI/CD pipeline на платфор-
ме Gitlab для автоматизации развертыва-
ния системы

6 113 3

Итого: 650 100
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Аннотация
Представлены результаты исследования восприятия  систем поддержки принятия врачебных решений в 
рамках проведения ежегодной диспансеризации врачами-стоматологами в общеобразовательных организациях 
Минобороны России (суворовских и нахимовском военных училищах, президентских кадетских училищах и 
кадетских военных корпусах). На примере рассматриваемого сценария проведена апробация прототипа системы 
на основе машинного обучения. Для оценки восприятия выполнен опрос врачей-стоматологов с демонстрацией 
результатов работы прототипа и оценкой воспринимаемых характеристик предоставляемых результатов 
предсказательного моделирования. Построена модель на основе байесовской сети для оценки рассматриваемых 
показателей, продемонстрировавшая повышение качества предсказания воспринимаемых показателей с учетом 
влияния латентных состояний субъективного восприятия оператора. Предложенный подход в дальнейшем 
планируется использовать для повышения эффективности взаимодействия врача и системы поддержки принятия 
врачебных решений.
Ключевые слова
системы поддержки принятия решений, человеко-компьютерное взаимодействие, предсказательное 
моделирование, машинное обучение, кариес, профилактический осмотр
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Abstract
The results of a current study of the perception of clinical decision support systems (CDSS) in the framework of 
preventive screening by dentists in schools of the Russian Ministry of Defense (cadet corps) are presented. Using 
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the example of the scenario under consideration, a prototype of the CDSS based on machine learning was evaluated. 
To assess perception, a survey was conducted demonstrating the results of the prototype and assessing the perceived 
characteristics of the provided predictive modeling results. A model was built based on a Bayesian network to evaluate 
the considered indicators, which demonstrated an increase in the quality of prediction of perceived indicators, taking 
into account the influence of latent states of the operator’s subjective perception. The proposed approach is planned to 
be used in the future to increase the efficiency of doctor-CDSS interaction.
Keywords
decision support systems, human-computer interaction, predictive modeling, machine learning, caries, preventive 
screening
For citation: Soldatov A.N., Soldatov I.K., Kovalchuk S.V. Modeling perceiving of recommendations provided by 
clinical decision support system based on predictive modeling within dental preventive screening. Scientific and 
Technical Journal of Information Technologies, Mechanics and Optics, 2024, vol. 24, no. 2, pp. 335–338 (in Russian). 
doi: 10.17586/2226-1494-2024-24-2-335-338

Кариес зубов является вторым по распространенно-
сти заболеванием во всем мире и самым распростра-
ненным из стоматологических заболеваний, достигая 
100 % и не имеет тенденций к снижению [1, 2]. При 
этом профилактика и ранняя диагностика имеет су-
щественное значение для снижения заболеваемости. 
Большое влияние в подобных задачах могут оказы-
вать системы поддержки принятия врачебных решений 
(СППВР), основанные на предсказательном моделиро-
вании. Так, например, предсказательное моделирование 
индекса КПУ (сумма числа зубов в состояниях кари-
ес-пломба-удален) позволяет реализовать планирование 
дополнительных профилактических мероприятий, вы-
дать персонализированные рекомендации для пациента 
[3]. Тем не менее, практическая применимость таких 
моделей во многом зависит от положительного вос-
приятия рекомендаций со стороны врачей. Восприятие, 
в свою очередь, может зависеть как от объективной 
ситуации, так и от персональных особенностей врача 
[4]. Ситуация может усложняться при использовании 
современных моделей искусственного интеллекта, за-
частую отличающихся низкой объяснимостью и «про-
зрачностью» [5].

Для повышения эффективности взаимодействия в 
рамках представляемых исследований предлагается 
акцентировать внимание на индивидуальных чертах 
восприятия рекомендаций СППВР (в первую оче-
редь — реализуемых с использованием искусствен-
ного интеллекта). В рамках данного подхода предла-
гается расширение процедуры выдачи рекомендаций 
СППВР (рисунок, a), включающее: 1) профиль вра-
ча, определяющий его индивидуальные особенности 
профессионального поведения; 2) предсказательную 
модель, применяемую для оценки восприятия врачом 
доступной информации (прогноза состояния пациента, 
опционально дополняемого объяснением, альтерна-
тивными решениями и пр.); 3) механизм фильтрации 
информации с точки зрения наиболее эффективного 
взаимодействия врача и СППВР. В данной ситуации 
прогнозирование субъективного восприятия в сочета-
нии с оценкой эффективности «совместного» принятия 
решений врача и СППВР позволит в перспективе сфор-
мировать принципиально новые схемы взаимодействия 
человек-искусственный интеллект в сложных задачах 
принятия врачебных решений.

В рамках представляемого исследования разработан 
прототип СППВР (рисунок, b) для поддержки текущей 

деятельности врачей-стоматологов, осуществляющих 
профилактический прием воспитанников общеобра-
зовательных организаций Минобороны России. На 
основе анонимизированных данных 3701 обучающих-
ся в возрасте 10–18 лет [6] построена предсказатель-
ная модель с использованием алгоритмов машинного 
обучения для предсказания изменения индекса КПУ. 
Лучшие показатели были получены с использованием 
модели CatBoost (средняя абсолютная ошибка 0,86 ед. 
КПУ) [3]. В рамках прототипа СППВР врачам при за-
полнении карты предоставлялся прогноз изменения 
КПУ пациента в течение года, а также рекомендуемый 
план лечебно-профилактических мероприятий и реко-
мендаций пациенту.

Для изучения особенностей восприятия рекомен-
даций, выдаваемых прототипом СППВР, проведен 
опрос потенциальных пользователей (врачей-стома-
тологов) с демонстрацией анонимизированной карты 
пациента и сформированного прогноза динамики КПУ. 
Пользователям предлагалось провести оценку прогноза 
по трем характеристикам: понятность прогноза для 
конкретного пациента; согласие с прогнозом; воспри-
нимаемая полезность прогноза при планировании даль-
нейших мероприятий. Оценки проводились по пятисту-
пенчатой шкале Ликерта (от минус 2 — полностью не 
согласен до плюс 2 — полностью согласен). В опросе 
участвовали 15 пользователей, предоставивших 427 на-
боров оценок. В целом рекомендации были восприняты 
специалистами нейтрально или положительно: доля не-
отрицательных оценок для рассматриваемых показате-
лей составила по трем предложенным характеристикам, 
соответственно, 92,7 %, 89,9 % и 97,0 %. Полученные 
оценки отличаются приемлемой согласованностью с ко-
эффициентом альфа Кронбаха 0,736. При этом данный 
показатель варьируется для отдельных карт пациентов 
от 0,511 до 0,910, что косвенно свидетельствует о про-
явлении субъективности в восприятии отдельных карт 
разными специалистами. 

Для исследования влияния индивидуальных харак-
теристик на восприятие рекомендаций СППВР постро-
ена байесовская сеть доверия, включающая рассма-
триваемые три показателя (связи между показателями 
сформированы по аналогии с работой [4]) и латентную 
переменную «когнитивного состояния» врача, влияю-
щие на все остальные показатели. В рамках первого 
эксперимента латентная переменная закодирована как 
one-hot эмбеддинг врача. Байесовская сеть использова-
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на для предсказания эмбеддинга по каждому отдельно-
му случаю (стратегия leave-one-out). Далее проведена 
кластеризация полученных эмбеддингов, с заданным 
числом кластеров N и использованием меток кластеров 
в качестве значения идентифицированной переменной 
когнитивного состояния врача. Предсказанное состоя-
ние латентной переменной может быть использовано 
для предсказания явных субъективных характеристик 
восприятия. Так, в рамках эксперимента показано сни-
жение средней абсолютной ошибки предсказания це-
левой переменной «воспринимаемая полезность» с 
0,337 ед. до 0,039 ед. шкалы Ликерта (при числе выде-
ляемых кластеров N = 3). 

Полученные результаты предварительных экспе-
риментов позволяют говорить о том, что латентное 
состояние врача-стоматолога, влияющее на восприятие 
рекомендаций СППВР, потенциально может быть пред-
сказано и использовано для оптимизации взаимодей-
ствия врача с системой, достижения консенсуса в этом 
взаимодействии, повышения эффективности принимае-
мых решений. В рамках дальнейшего развития данного 
направления исследований планируется разработка 
более детальных, структурированных и вместе с тем 
интерпретируемых моделей латентных когнитивных 
состояний пользователей СППВР на основе известных 
моделей профессионального поведения врачей [7] и 
восприятия технологических решений [8].

Рисунок. Реализация системы поддержки принятия врачебных решений (СППВР) с оценкой восприятия врача: общая схема 
расширения СППВР (a); прототип СППВР в рамках профилактического приема врача-стоматолога (b)

  Figure. Implementation of clinical decision support system (CDSS) with doctor’s perceiving assessment: general approach to CDSS 
extension (a); CDSS prototype for dental preventive screening (b)
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